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6 有理的共形場理論

6.3 リボン圏とフュージョン代数

定義 6.3.1. モノイダル圏とは圏 Cと

• 双函手 (bifunctor) ⊗ : C× C → C,

• 函手的同型 (functorial isomorphism) αUVW : (U ⊗ V )⊗W
∼−→ U ⊗ (V ⊗W ),

• 対象 1 (単位対象と呼ばれる) と函手的同型 λV : 1⊗ V
∼−→ V and ρV : V ⊗ 1

∼−→ V

で次の結合律を満たすもののこと:

• V1, . . . , Vn を Cの対象とする。X1, X2 は V1 ⊗ · · · ⊗ Vn に 1及び ()を挿入して表せる Cの対象だとする。

例えばX1 = (V1 ⊗ 1)⊗ (V2 ⊗ V3), X2 = (V1 ⊗ V2)⊗ V3. この時 α, λ, ρ達及びそれらの逆函手を合成して

得られる同型 X1
∼−→ X2 は全て等しい。

事実 (MacLane*2). (C,⊗, α, λ, ρ)をモノイダル圏の定義 6.3.1 と同様のデータとする。これらに関する結合律は

五角形公理 (pentagon axiom)及び三角形公理 (triangle axiom) と同値である。

定義. ブレイド圏 (braided tensor category)とはモノイダル圏 (C,⊗, α, 1, λ, ρ) と函手的同型

σVW : V ⊗W
∼−−→W ⊗ V

であって、α, λ, ρ, σ とそれらの逆函手の合成が対応するブレイド群*3の元にのみ依存するもののこと。但し函手

σi : V1 ⊗ · · · ⊗ Vn
idC ⊗···⊗σ⊗···⊗idC−−−−−−−−−−−−→ V1 ⊗ · · · ⊗ Vi−1 ⊗ Vi+1 ⊗ Vi ⊗ Vi+2 ⊗ · · · ⊗ Vn

をブレイド群 Bn の生成元 bi に対応させ、また α, λ, ρを 1に対応させている。

定義. Cをモノイダル圏とする。

(1) Cの対象 V の右双対とは対象 V ∗ と射

eV : V ∗ ⊗ V → 1, iV : 1 → V ⊗ V ∗

であって (idV ⊗eV ) ◦ (iV ⊗ idV ) = idV 及び (eV ⊗ idV ∗) ◦ (idV ∗ ⊗iV ) = idV ∗ となるもののこと。

(2) Cの対象 V の左双対とは対象 ∗V と射 e′V : V ⊗ ∗V → 1, i′V : 1 → ∗V ⊗ V であって (1)と同様の性質を満た

すもののこと。

(3) Cは全ての対象に右双対と左双対がある時 rigidと呼ばれる。

定義. リボン圏とは rigidなブレイド圏と函手的同型

δV : V
∼−−→ V ∗∗

であって δV⊗W = δV ⊗ δW , δ1 = id1, δV ∗ = (δ∗V )
−1 を満たすもののことである。但し δ∗V は eV や iW から定ま

る同型 Hom(V,W )
∼−→ Hom(1,W ⊗ V ∗)

∼−→ Hom(W ∗, V ∗) で δV ∈ Hom(V, V ∗∗)を Hom(V ∗∗, V )に写したも

のである。

*1 2017/01/23版, ver. 1.0
*2 詳しくは Bakarov-Kirillovの Theorem 1.1.9を参照。証明は次の教科書の §VII.2にある。

MacLane, S., Categories for the working mathematician, 2nd. ed., Graduate Texts in Mathematics, 5, Springer-Verlag,

New York, 1998.
*3 Bn = ⟨b1, . . . , bn−1 | bibj = bjbi (|i− j| > 1), bibi+1bi = bi+1bibi+1⟩.
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定義. 半単純リボン圏 C とはリボン圏であってかつ (ある体上で)線形な半単純アーベル圏であり以下を満たすも

ののことである。

• モノイダル構造に現れる双函手 ⊗は線形構造に関して双線形。
• 1は単純対象。

記号 6.3.2. 半単純リボン圏 Cについて、零対象ではない単純対象の同型類の集合を I で表し、{Vi}i∈I をその代

表元とする。また V0 = 1と約束する。

補題 6.3.3. 半単純リボン圏 Cに関して、各 iについて (Vi)
∗ は単純対象。

定義. i ∈ I に対し i∗ ∈ I を Vi∗ = (Vi)
∗ で定める。特に 0∗ = 0である。

定義. 半単純リボン圏 Cに対しフュージョン係数 Nk
i,j ∈ Z≥0 を次の式で定める。

Vi ⊗ Vj ≃
⊕

k∈I V
⊕Nk

i,j

k .

補題 6.3.4. 以下の等式が成立する。

Nk
i,j = dimHomC(Vk, Vi ⊗ Vj) = dimHomC(1, Vi ⊗ Vj ⊗ V ∗

k ),

Nk
i,j = Nk

j,i = N j∗

i,k∗ = Nk∗

i∗,j , N0
i,j = δi,j∗ .

定義. 半単純リボン圏 Cのフュージョン代数 (またはVerlinde代数)とは生成元 xi (i ∈ I) と関係式

xixj =
∑

k∈IN
k
i,jxk.

で定まる代数のことである。

6.4 モジュラーテンソル圏と Verlinde公式

定義. (1) rigidなブレイド圏 Cについて、函手的同型

ψV : V ∗∗ ∼−−→ V

を次のような同型の合成で定義する。

V ∗∗ iV ⊗idV ∗∗−−−−−−→ V ⊗ V ∗ ⊗ V ∗∗ idV ⊗σV ∗V ∗∗−−−−−−−−−→ V ⊗ V ∗∗ ⊗ V ∗ idV ⊗eV−−−−−→ V.

(2) リボン圏について、函手的同型 θV : V
∼−→ V を次で定義する。

θV := ψV ◦ δV .

注意. θV は balancing isomorphismと呼ばれ、次の性質を満たす。

θV⊗W = σVWσWV (θV ⊗ θW ), θ1 = id1, θV ∗ = (θV )
∗.

以下体 K を固定し、半単純リボン圏 Cと言ったら K 上のものとする。またそのような Cについて記号 6.3.2

を用いる。特に各 i ∈ I について EndC(Vi) = K となることに注意する。

定義. Cを半単純リボン圏とする。各 i ∈ I に対し θi ∈ K× を次で定義する。

θVi = θi idVi .

補題 6.4.1. θ0 = 1及び θi∗ = θi が成立する。
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定義. Cを半単純リボン圏とする。

(1) Cの対象 V とその自己準同型 f ∈ EndC(V )に対し、f のトレース tr(f) ∈ EndC(1) ≃ K を次で定義する。

1
iV−→ V ⊗ V ∗ f⊗idV−−−−→ V ⊗ V ∗ δV ⊗idV ∗−−−−−−→ V ∗∗ ⊗ V ∗ eV ∗−−→ 1.

(2) i, j ∈ I に対し s̃i,j ∈ K を次で定義する。

s̃i,j := θ−1
i θ−1

j tr(θV ∗
i ⊗Vj ).

(3) i ∈ I に対し di ∈ K を次で定義する。これを Vi の量子次元 (quantum dimension)と呼ぶ。

di := tr(idVi).

定義. モジュラーテンソル圏とは半単純リボン圏 C であって |I| < ∞ かつ行列 s̃ = (s̃i,j)i,j∈I が可逆なものを

言う。

参考書

B. Bakalov, A. Kirillov Jr., Lectures on tensor categories and modular functors, AMS (2001)の第 1,2,3章.

以上です。


