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5 頂点代数束

5.1 定義

定義. X を曲線、V を Z≥0 次数付き CVAとする。

(1) 点 x ∈ X に対し Vx := Autx ×Aut(O) V .

(2) AutX := X ×Autx. 射影 Autx ↠ X により Autx は X 上の Aut(O)-torsorである。

(3) V の各斉次部分 Vn が有限次元だとする。この時 V に付随した X 上の頂点代数束 VX を次で定義する。

VX := AutX ×Aut(O) V.

V = (V, |0⟩ , T, Y )の Y から VX の切断を構成することができる。以下 V = VX 等と略記する。

記号 5.1.2. Dx の座標 z は同型
ιz : V [[z]]

∼−−→ Γ(Dx,V)

を定める。更にそれは Vx と V∗ の xでのファイバーの自明化を誘導する。それらを次のように書く。

V
∼−−→ Vx, v 7−→ (z, v); V ∗ ∼−−→ V∗

x, φ 7−→ (z, φ).

命題 5.1.3 (Frenkel,Ben-Zvi, §6.5.4 Theorem-Definition). 自然なペアリング ⟨, ⟩ : V ∗ × V → C を用いて

⟨(z, φ),Yx(ιz(A)) · (z, v)⟩ = ⟨φ, Y (A, z)v⟩

とすると、Yx は次のような線形写像として well-definedになる。

Yx : Γ(D×
x ,V

∗
X) → End(Vx).

記号. (1) 点 x ∈ X に対し、Ωx で D×
x 上の微分 (1形式)のなす線形空間を書く。

(2) Resx : Ωx → Cを留数写像 f(z)dz =
∑

n∈Zfnz
ndz 7→ Resx f(z)dz = f−1 とする。

Resx は次のような非退化なペアリングを定める。

Γ(D×
x ,V

∗
X)⊗ Γ(D×

x ,VX ⊗ ΩX) −→ C, (ϕ, µ) 7−→ Resx⟨ϕ, µ⟩,

但し ΩX は X 上の微分 (1形式)のなす層。これを用いて

定義. 線形写像 Y∨
x を次で定義する。

Y∨
x : Γ(D×

x ,VX ⊗ ΩX) −→ End(Vx), µ 7−→ Resx⟨Yx, µ⟩.

5.2 平坦接続と 1点共形ブロック

引き続き V = (V, ω)を CVA, X を曲線とする。自明化の記号 5.1.2を用いることにする。

定理 5.2.1 (Frenkel, Ben-Zvi, §6.6.3 Theorem). U ⊂ X を開集合、z を局所座標とする。∇|U を

∇|U : VX |U → (VX ⊗ ΩX)|U , ∇∂z := ∂z + L−1

で定めると {∇|U | U ⊂ X 開集合 } は接続 ∇ : VX → VX ⊗ ΩX を定める。
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定義. (1) X 上の層HX を次で定める。

HX := Coker(∇ : VX → VX ⊗ ΩX).

(2) Zariski開集合 Z ⊂ X 及び点 x ∈ X に対し

UZ(V ) := Γ(Z,HX), Ux(V ) := Γ(D×
x ,HX)

命題 5.2.2. x ∈ X での形式的座標 tを選ぶと

Ux(V )
∼−−→ U(V ) := V ⊗ C((t))/ Im(T ⊗ id+ id⊗∂t).

更に右辺は次のような Lie代数の構造を持つ。

[A[m], B[n]] :=
∑

k≥0

(
m

k

)
(A(n)B)[m+k−n].

但し A[n] ∈ U(V )は A⊗ tn ∈ V ⊗ C[[t]]のクラス。

線形写像 Y∨
x : Γ(D×

x ,VX ⊗ΩX) → End(Vx) は Ux(V )を経由することに注意する (全微分の留数は 0なので)。

補題 5.2.3. Y∨
x : Ux(V ) → End(Vx)は Lie代数の準同型である。

命題 5.2.4 (Frenkel, Ben-dvi, §9.2.6 Theorem ). HX は Lie代数の層である。

従って UZ(V ) は Lie 代数である。また任意の x ∈ Z について、切断の D×
x ⊂ Z への制限は Lie 代数準同型

UZ(V ) → Ux(V )を与える。UZ(V ) → Ux(V )と Y∨
x が Lie代数準同型なので、Vx は UZ(V )表現と思える。

定義 5.2.5. x ∈ X とする。(X,x, V )に付随する共形ブロックの空間 C(X,x, V )を次で定義する。

C(X,x, V ) := HomUX\x(V ) (Vx,C) ,

ここで Cは Lie代数 UZ(V )の自明表現。また C(X,x, V )の元を共形ブロックと呼ぶ。

注意. 線形写像 φ : Vx → Cが共形ブロックであるためには、任意の A ∈ Vx に対して ⟨φ,Yx(A)⟩が X \ x上で
の V∗

x の正則切断に延長出来ることが必要十分である。

5.3 加群に対する共形ブロックと多点版

V = (V, ω)を CVAとする。また X を曲線とする。

定義. 共形 V 加群M = (M,YM ) とは V 加群であって、展開 YM (ω, z) =
∑

n∈ZL
M
n z−n−2 における各 LM

n が

M に半単純に作用するもののこと。

共形 V 加群M は Virasoro代数 ⟨Ln
M | n ∈ Z⟩の表現になり、従って Der(O)の作用を持つ。また半単純性の

仮定から Der(O)作用は Aut(O)作用に延長される。

定義. (1) CVAの時と同様に、共形 V 加群M に対して以下のように記号を定義する。

Mx := Autx ×Aut(O)M, MX := AutX ×Aut(O)M, Y∨
M,x : Γ(D×

x ,VX ⊗ ΩX) → End(Mx).

(2) (X,x,M)に付随する共形ブロックの空間 CV (X,x,M)を次で定義する。

CV (X,x,M) := HomUX\x(V ) (Mx,C) .

x1, . . . , xn ∈ X を相違なる点とし Z := X \ {x1, . . . , xn}と書く。制限写像 Γ(Z,HX) →
⊕n

i=1 Γ(D
×
xi
,HX)

は次のような Lie代数の準同型を定める。

UZ(V ) −→
⊕r

i=1 Uxi(V ).
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一方 M1, . . . ,Mn を共形 V 加群とし、Mi,xi := Autxi ×Aut(O)M などと書く。線形写像 Y∨
M,xi

: Uxi(V ) →
End(Mi,xi) と上の準同型を合成することで、Lie代数 UZ(V )を

⊗n
i=1 Mi,xi に作用させることができる。

定義 5.3.1. (X, (xi), (Mi))に付随する共形ブロックの空間 CV (X, (xi), (Mi))を次で定義する。

CV (X, (xi), (Mi)) := HomUZ(V ) (
⊗n

i=1 Mi,xi ,C) .

参考書

E. Frenkel, D. Ben-Zvi, Vertex algebras and algebraic curves, second edition, AMS 2004の Chapter 6.

以上です。


