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3 ミニマル模型（続き）

3.6 BPZ表現

Kac行列式の零点には±
√
(1− c)(25− c)という項が現れていた。これを上手く処理するために c = 1−6(β−

1)2/β = 13− 6(β + β−1) と変数変換すると
√

(1− c)(25− c) = 6(β − 1/β)となる。Kac行列式公式の帰結で、

次のことが分かる。

定理 3.6.1. β ∈ C \ {0}及び rs > 0なる r, s ∈ Zに対して

c = 13− 6(β + β−1), h = hr,s =
(rβ − s)2 − (β − 1)2

4β

の時、M(c, h)は次数 n = rsの特異ベクトルを 1次元分だけもつ。

前回の議論を思い出すと、特異ベクトルが存在することと表現が可約であることが同値であった。

定義 3.6.2. rs > 0なる r, s ∈ Z及び 1 ≤ r ≤ p− 1, 1 ≤ s ≤ q − 1なる r, s ∈ Zに対して最高ウェイトが

c = cp,q := 1− 6
(p− q)2

pq
, h = hr,s ≡ hp,q

r,s :=
(rq − sp)2 − (q − p)2

4pq

となる Verma表現M(cp,q, hr,s)をMr,s と書く。またその既約商 Lr,s := L(cp,q, hr,s) を BPZ表現またはミニ

マル表現と呼ぶ。

hr,s の定義式より次式が直ちにわかる。
hp−r,q−s = hr,s.

Mr,s の構造について少し詳しく見てみよう。定理 3.6.1より次数 rsに特異ベクトル vr,s をもつ。それが生成す

る部分表現は前回の定理 3.5.2より最高ウェイト表現で、その最高ウェイトは

hr,s + rs =
(rq + sp)2 − (p− q)2

4pq
= h−r,s

となる。従って Vir表現の (非自明な)準同型

M−r,s −→ Mr,s, |cp,q, h−r,s⟩ 7−→ vr,s

がある。ところで

補題 3.6.3. Verma表現の間の非自明な準同型は全て単射。

従って上の準同型は単射である。

次に
hr,s = h−r,−s = hr+p,s+q

なので、同様の議論で単射
M2p−r,s = Mr−p,q−s ↪−→ Mp−r,q−s = Mr,s

が存在する。つまりMr,s には 2つの Verma表現M−r,s,M2p−r,s が埋め込まれている。この議論を続けると、

*1 2016/11/21更新, ver. 1.0.
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定理 3.6.4. Verma表現の埋め込みは次のように図示できる。

−r

||xx
xx
xx
xx
x

−2p+ roo

����
��
��
��
��
��
��
��

−2p− roo

����
��
��
��
��
��
��
��

−4p+ roo

����
��
��
��
��
��
��
��

−4p− r · · ·oo

����
��
��
��
��
��
��
��
�

r

2p− r

bbFFFFFFFFF
2p+ roo

\\::::::::::::::::

4p− roo

]]<<<<<<<<<<<<<<<<

4p+ roo

]]<<<<<<<<<<<<<<<<

6p− r · · ·oo

__>>>>>>>>>>>>>>>>>

但し k → lでMk,s ↪→ Ml,s を表している。

これから既約表現 Lr,s の指標が計算できる。結果を述べる前に指標の定義を思い出す。ここでは簡単のため形

式的指標の定義で済ますことにする。M を例??の Lie代数 gのウェイト表現としM = ⊕λMλ をそのウェイト

分解とする。各 λに対して文字 e(λ)を導入する。M の指標とは形式的和

chM :=
∑
λ

(dimMλ)e(λ)

のことであった。

Vir表現の指標は、定義通りには L0 のウェイトと C のウェイトの両方を用いて表されるが、中心電荷 cに固定

される状況では C のウェイトは省略されることが多い。そして e(h)の代わりに qh と書く。

例えば Virの Verma表現M(c, h)の指標は、M(c, h) = ⊕n≥0M(c, h)n, dimM(c, h)n = p(n)だから

chM(c, h) =
∑
n≥0

p(n)qh+n = qh
∞∏

n=1

(1− qn)−1

定理 3.6.5. BPZ表現 Lr,s の指標は

chLr,s :=
∏
n≥0

(1− qn)−1 ·

(∑
k∈Z

qh2kp+r,s −
∑
k∈Z

qh2kp−r,s

)
.

3.7 ストレステンソル

定義 3.7.1. 以下で与えられる T (z)をストレステンソルと呼ぶ。

T (z) :=
∑
n∈Z

Lnz
−n−2.

命題 3.7.2. T (z)はM(c, h)上の場でありかつ自分自身と局所的。より詳しく言うと

[T (z), T (w)] =
c

12
∂3
wδ(z, w) + 2∂wδ(z, w) · T (w) + δ(z, w)∂wT (w)

この主張はM(c, h)だけでなく一般の Virの最高ウェイト表現 V についても成立する。

証明. 場であることの証明は省略。局所性について、

[Ln, T (w)] =
∑

m[Ln, Lm]w−m−2 =
∑

m

(
(n−m)Ln+m + c(n3 − n)δm+n,0/12

)
w−m−2

= wn∑
k(2n− k)Lkw

−k−2 + C(n3 − n)wn−2/12

より

[T (z), T (w)] =
∑
n

z−n−2
(
wn
∑
k

(2n− k)Lkw
−k−2 + C(n3 − n)wn−2/12

)
= C

∑
n

z−n−2(n− 1)n(n+ 1)wn+1/12 +
∑
n,k

z−n−2(2n− k)wn−k−2Lk

=
C

12

∑
n

z−n−2∂3
ww

n+1 +
∑
n,k

z−n−22(n+ 1)wn−k−2Lk +
∑
n,k

z−n−2(−k − 2)wn−k−2Lk
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=
C

12

∑
n

z−n−2∂3
ww

n+1 + 2
∑
n

z−n−2(n+ 1)wn
∑
k

Lkw
−k−2 +

∑
n

z−n−2wn+1
∑
k

(−k − 2)Lkw
−k−3.

これから結論を得る。

3.8 primary場

V を Virの表現であって T (z) =
∑

n∈Z Lnz
−n−2 が V 上の場であるものと仮定する。

定義 3.8.1. h ∈ Cとする。V 上の場 Φ(z)は

[Ln,Φ(z)] = zn(z∂z + h(n+ 1))Φ(z)

が任意の n ∈ Zに対して成り立つとき共形次元*2hの primary場と呼ばれる。

primary場の条件は以下のように書き換えられる。

[T (z),Φ(w)] = h∂wδ(z, w)Φ(w) + δ(z, w)∂Φ(w). (3.8.1)

命題 3.8.2. 共形次元 hi の 2つの primary場 Φi(z) (i = 1, 2) が局所的であるなら、γ ∈ Z≥0 があって

[Φ1(w),Φ2(w)] = A(w)∂γ
wδ(z, w) +B(w)∂γ−1

w δ(z, w) + · · ·

と展開できて、しかも展開の初項の係数 A(w)もまた primary場でありその共形次元は γ + h1 + h2 である。

証明. 前半の展開できることに関する主張は、より一般的な場に関する事実から従う。ここでは省略する。(レ

ポート問題 4を参照。)

primary場の定義から

[Ln,Φ1(z)Φ2(w)] = (zn (z∂z + h1(n+ 1)) + wn (w∂w + h2(n+ 1)))Φ1(z)Φ2(w).

これを展開式 [Φ1(w),Φ2(w)] = A(w)∂γ
wδ(z, w) + · · · に代入して展開の初項を比較すると

[Ln, A(w)] = wn(w∂w + (γ + h1 + h2)(n+ 1))A(w).

3.9 primary場の相関関数

以下 c ∈ Cを固定する。
DerO := ⟨Ln | n ≥ −1⟩を Virの部分 Lie代数とする。DerO ⊕ CC ⊂ Virの 1次元表現 C0 を線形空間とし

ては C0 = C |0⟩, 基底の作用を
C |0⟩ = c |0⟩ , Ln |0⟩ = 0 (n ≥ −1)

で定める。Vir表現 V (c, 0)を次の誘導表現として定義する。

V (c, 0) := IndVir
DerO⊕CC C0

同様に Vir右表現 V ∗(c, 0)を定義する。DerO∗ := ⟨Ln | n ≤ −2⟩ ⊂ Virとし、DerO∗ ⊕ CC の 1次元右表現

C0 を線形空間として C∗
0 = ⟨0|C, 基底の右作用を

⟨0|C = c ⟨0| , ⟨0|Ln = 0 (n ≤ −2)

で定める。そして Vir右表現 V ∗(c, 0)を次で定義する。

V ∗(c, 0) := IndVir
DerO∗⊕CC C∗

0

*2 conformal dimensionの訳語です。
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M(c, h)の時と同様に双線形形式 · :, V ∗(c, 0)× V (c.0) → Cであって

⟨0| · |0⟩ = 1, ux · v = u · xv (u ∈ V ∗(c, 0), x ∈ Vir, V (c, 0))

を満たすもの (Shapovalov形式)が一意に定まる。そして ·を省略して ⟨0|L3L−2L−1 |0⟩のように書く。

定義. V 上の場 Φ1(z),Φ2(z), . . . ,Φk(z) の相関関数を次式で定める。

⟨Φ1(z1)Φ2(z2) · · ·Φk(zk)⟩ := ⟨0|Φ1(z1)Φ2(z2) · · ·Φk(zk) |0⟩ .

以下共形次元 hj の primary場 Φj(z)達 (j = 1, 2, . . .)の相関関数 Ψ(z)を考える。

Ψ(z1, . . . , zm) := ⟨Φ1(z1) · · ·Φm(zm)⟩ .

命題 3.9.1. (1) Φj(z)が共形次元 hj の primary場なら

⟨T (z)Φ1(w1) · · ·Φm(zm)⟩ =
m∑
j=1

[
hj

(z − wj)2
+

1

z − wj

∂

∂wj

]
Ψ(w1, . . . , wm)

(2)

⟨LnΦ1(w1) · · ·Φm(zm)⟩ = −
m∑
j=2

[
(zj − z1)

n+1 ∂

∂zj
+ (n+ 1)hj(zj − z1)

]
Ψ(w1, . . . , wm).

(3) n = 0,±1について
m∑
j=1

znj

[
zj

∂

∂zj
+ (n+ 1)hj

]
Ψ(z1, . . . , zm) = 0

証明. (1) (3.8.1)から従う。

(2)は (1)を z で展開すれば得られる。

(3)は (2)と ⟨0|Ln |0⟩ = 0より。

⟨L−1, L0, L1⟩ ⊂ Virが sl2 と同型であることを思い出すと、上の (3)から次の命題が従う。

命題 3.9.2. Ψ(z1, . . . , zk)は k ≤ 3なら定数倍を除いて一意に定まる。より詳しく、zij := zi − zj として

Ψ(z1) ∝ δh1,0

Ψ(z1, z2) ∝ δh1,0z
−2h1
21

Ψ(z1, z2, z3) ∝ zh3−h1−h2
21 zh2−h1−h3

31 zh1−h2−h3
32 .

証明はレポート問題 5とする。

参考書

山田泰彦「共形場理論」（培風館）の §§3.2–3.7.
江口徹・菅原祐二「共形場理論」（岩波書店）の §§2.1–2.3.

以上です。


