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2016年度後期 数理物理学 II/数理物理学概論 II 10月 31日分のレポート問題*1

理学部 A-441号室 柳田伸太郎

yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp

以下の問題のうち 1題以上を解いて提出して下さい。期限は次回 11月 7日（月）の講義までです。

各問題の ⋆は難易度を示しています。⋆1つを 5点前後として採点する予定です。

講義で分からなかった所、扱ってほしい話題などありましたらレポートに書いて下さい。

代数的な概念に慣れていない人のための問題

代数的な概念に不慣れな方の問題です。引き続き Lie代数に関する基本的な概念を、Virasoro代数周辺に関連

する事項を中心に扱います。(分かっている人は、できればこれらの問題は避けてください。)

レポート問題 1 (⋆ Virasoro代数). (1) Verma加群の次数 (補題 3.1.5の証明)についてL−n1L−n2 · · ·L−nk
|c, h⟩ ∈

M(c, h)n, n =
∑k

i=1 ni を証明せよ。

(2)
{L−λℓ

· · ·L−λ2L−λ1 |c, h⟩ | λ = (λ1, λ2, . . . , λℓ) ⊢ n}

もM(c, h)n の基底であることを示せ。

(3) 任意の分割 λと µについて ⟨c, h|LλL−µ |c, h⟩ = ⟨c, h|LµL−λ |c, h⟩ となる*2ことを示せ。

レポート問題 2 (⋆ ⋆ ⋆ 中心拡大). (1) Lie代数の中心拡大とは何か説明せよ。

(2) 生成元 ln (n ∈ Z)と関係式 [ln, lm] = (n−m)ln+m で定められる Lie代数を D で表す。D の中心拡大は

全て Virと同型になることを証明せよ。

レポート問題 3 (⋆⋆ 一般の Lie代数の Verma加群). (1) Lie代数の三角分解とは何か述べよ。

(2) 三角分解を持つ Lie代数について Verma加群を定義せよ。

通常問題

レポート問題 4 (⋆⋆ Kac行列式). (1) Kac行列K4 を計算し行列式が以下のようになることを確認せよ。

detK4 = 384h3(16h2− (10−2c)h+c)(3h2− (7−c)h+2+c)(16h2− (82−10c)h+66+15c)(8h−1−c).

(2) 1 ≤ n ≤ 4について Kac行列公式 (定理 3.4.5)を確認せよ。

レポート問題 5 (⋆⋆ 特異ベクトル). (1) Kac行列 K2 が detK2 = 0を満たす時、M(c, h)は 2次の特異ベク

トルを持つ。それらを全て求めよ。

(2) 3次の特異ベクトルを全て求めよ。

裏に続く。

*1 2016/11/07版, ver. 1.1.
*2 ver. 1.1で訂正しました。
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レポート問題 6 (⋆⋆⋆ Clifford代数のwedge積実現*3). e1, e2, . . .を基底とする無限次元の線形空間 V = ⊕n≥1Cen
を考える。正の整数 k に対し ∧kV を

ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik (1 ≤ i1 < · · · < ik)

の形の元の線形結合からなる線形空間とする。∧0V := Cと定め、これらの直和空間を

∧∗V := ⊕k≥0 ∧k V = C⊕ V ⊕ ∧2V ⊕ · · ·

と表す。∧を反対称 ei ∧ ej = −ej ∧ ei かつ双線形に拡張することで、双線形写像

∧ : ∧∗V × ∧∗V −→ ∧∗V

が定まる。

(1) ∧∗V は ∧を積とする C上の結合代数になることを示せ。この代数を以下単に ∧∗V で表す。また ∧を省略
して eiej := ei ∧ ej 等と略記する。

(2) ∧∗V 上の作用素 ∂ei を、基底については

∂ei1 := 0, ∂eiek := δi,j , ∂ei(ejek · · · el) := δi,jek · · · el − ej∂ei(ek · · · el)

と帰納的に定め、あとは線形に拡張して定義する。また作用素 ei ∧ (−)を単に ei と書く。このとき

[ei, ej ]+ = 0, [∂ei , ∂ej ]+ = 0, [∂ei , ej ]+ = δi,j

となることを示せ。但し作用素 x, y について [x, y]+ := x ◦ y + y ◦ x.
(3) n < 1のとき en := 0と約束する。作用素 an を an :=

∑∞
k=1 ek−n∂ek と定めると [an, em] = em−n が成立

することを示せ。

(4) (t1, t2, . . .)及び z を新たな変数とする。

H(t) :=
∞∑

n=1

tnan, e(z) :=
∞∑

n=1

enz
n, ξ(t, z) :=

∞∑
n=1

tnz
n

とおき、また hn ∈ C[t1, t2, . . .]を展開

exp(ξ(t, z)) =
∑
n≥0

hnz
n

で定める。この時以下の等式が成立することを示せ。

eH(t)e(z)e−H(t) = eξ(t,z)e(z), eH(t)ene
−H(t) = en＋ h1en−1 + · · ·+ hn−1e1.

(5) p > 0とする。
⟨p| f |0⟩ := f における ep ∧ ep−1 ∧ · · · ∧ e1 の係数

で線形写像 ⟨m| • |0⟩ : ∧∗ → Cを定める。この時以下の等式が成立することを示せ。

⟨p| eH(t)en1
· · · enp

|0⟩ = det
(
(−1)p(p−1)/2hni−j

)
1≤i,j≤p

.

ここで右辺は (i, j)成分が (−1)p(p−1)/2hni−j となる行列の行列式。

以上です。

*3 山田泰彦「共形場理論」（培風館）の §1.6を参考にしました。


