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3 ミニマル模型 1

3.1 Virasoro代数と Verma表現

定義 3.1.1. Virasoro代数 Virとは以下の生成元と関係式で定義される Lie代数である。

生成元：Ln (n ∈ Z), C

関係式： [Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
1

12
n(n2 − 1)δn+m,0 C, [Ln, C] = 0.

degLn = −n及び degC = 0により Virは次数付き Lie代数になる。

注意. (1) ⟨L−1, L0, L1⟩ ⊂ Virは sl2 と同型。

(2) ln := −zn+1∂z は交換関係
[ln, lm] = (n−m)ln+m

を満たす。即ち ln 達は Virasoro代数で C = 0としたものになっている。

補題 3.1.2. 以下の集合は U(Vir)の基底をなす（PBW基底）。

{Ln1Ln2 · · ·Lnℓ
Cm | ℓ,m ∈ Z≥0, n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nℓ}

定義 3.1.3. c, h ∈ C とする。以下の最高ウェイト元 |c, h⟩ で生成される Vir 加群 M(c, h) を Verma 加群と

呼ぶ。
Ln |c, h⟩ = 0 (n > 0), L0 |c, h⟩ = h |c, h⟩ , C |c, h⟩ = c |c, h⟩ .

cを中心荷電 (central charge)、hを最高ウェイトと呼ぶ。

補題 3.1.4. 以下の集合はM(c, h)の基底をなす。

{L−λ1L−λ2 · · ·L−λℓ
|c, h⟩ | ℓ ∈ Z≥0, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λℓ > 0}

補題 3.1.5. M(c, h)は以下の次数付けで次数付き Vir加群になる。

M(c, h) =
⊕
n≥0

M(c, h)n, M(c, h)n := {v ∈ M(c, h) | L0v = (h+ n)v}.

M(c, h)n の元を次数 nの斉次元と呼ぶ。

証明. L−n1L−n2 · · ·L−nk
|c, h⟩ ∈ M(c, h)n, n =

∑k
i=1 ni から従う。

例 3.1.6. M(c, h)n の元を書き出してみると

n 次元 （基底）
0 1 |c, h⟩
1 1 L−1 |c, h⟩
2 2 L−2 |c, h⟩ , L−1L−1 |c, h⟩
3 3 L−3 |c, h⟩ , L−2L−1 |c, h⟩
4 5 L−4 |c, h⟩ , L−3L−1 |c, h⟩ , L2

−2 |c, h⟩ , L−2L
2
−1 |c, h⟩ , L4

−1 |c, h⟩

定義 3.1.7. nを正の整数とする。

*1 2016/11/07版, ver. 1.1.
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(1) λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λℓ ≥ 1 かつ
∑ℓ

i=1 λi = nを満たす整数列 λ = (λ1, λ2, . . . , λℓ)を nの分割という。この

時 λ ⊢ nと書く。

(2) 0の分割とは空の数列 ∅のことと約束する。
(3) p(n) := #{λ | λ ⊢ n}を nの分割数という。

(4)（非負整数の）分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λℓ)に対し、L−λ := L−λ1L−λ2 · · ·L−λℓ
。

系 3.1.8. (1) {L−λ |c, h⟩ | λ ⊢ n} はM(c, h)n の基底である。 (2) dimM(c, h)n = p(n).

3.2 双対 Verma加群と Shapovalov型式

定義 3.2.1. c, h ∈ Cとする。Virの双対 Verma加群M∗(c, h)を以下で定義する。

M∗(c, h) := ⟨c, h|C ⟨L1, L2, . . .⟩
⟨c, h|Ln = 0 (n < 0), ⟨c, h|L0 = h ⟨c, h| , ⟨c, h|C = c ⟨c, h| .

注意. 双対 Verma加群は右加群として定義する。

定義 3.2.2. (1) v ∈ M∗(c, h)は vL0 = (h+ n)v となる時次数 nの斉次元であると呼ばれる。

更にこの時 deg(v) = nと書く。

(2) 分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λℓ)に対し、Lλ := Lλℓ
· · ·Lλ2Lλ1。

命題 3.2.3. (1) M∗(c, h)は C上のベクトル空間として次の直和分解を持つ。

M∗(c, h) =
⊕
n≥0

M∗(c, h)n, M∗(c, h)n := {v ∈ M∗(c, h) |次数 nの斉次元 }.

(2) {⟨c, h|Lλ | λ ⊢ n} はM∗(c, h)n の基底。

(3) dimM∗(c, h)n = p(n).

定義 3.2.4. Shapovalov型式 · : M∗(c, h)×M(c, h) → Cを以下の条件を満たす双線形型式とする。

⟨c, h| · |c, h⟩ = 1, uLn · v = u · Lnv (∀n ∈ Z)

補題 3.2.5. Shapovalov型式は一意に存在する。

例 3.2.6.

⟨c, h| · L−1 |c, h⟩ = ⟨c, h|L−1 · |c, h⟩ = 0 · |c, h⟩ = 0

⟨c, h|L1 · L−1 |c, h⟩ = ⟨c, h| · L1L−1 |c, h⟩ = ⟨c, h| · (2L0 + L−1L1) |c, h⟩ = ⟨c, h| · 2h |c, h⟩ = 2h.

補題 3.2.7. v ∈ M(c, h)n と u ∈ M∗(c, h)m について、n ̸= mなら u · v = 0。

証明. 条件より L0v = (h+ n)v 及び uL0 = (h+m)uなので

(h+m)u · v = uL0 · v = u · L0v = (h+ n)u · v.

よってm ̸= nなら u · v = 0。

注意. 2つめの性質から以下のような略記法を用いる。

⟨c, h|LλL−µ |c, h⟩ := ⟨c, h|Lλ · L−µ |c, h⟩ .

3.3 特異ベクトル

定義 3.3.1. χ ∈ M(c, h)k \ {0}は Lnχ = 0（∀n ≥ 1）となる時次数 k の特異ベクトルと呼ばれる。
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例. (1) 最高ウェイトベクトル |c, h⟩は次数 0の特異ベクトル。

(2) χ = L−1 |c, 0⟩を考える。L1χ = 2L0 |c, 0⟩ = 0と LnL−1 |c, h⟩ = 0 (n > 1)より χも特異ベクトル。

補題 3.3.2. 次数が 1以上の特異ベクトル χ ∈ M(c, h)と任意の u ∈ M∗(c, h)について u · χ = 0。

証明. ⟨c, h| · χは補題 3.2.7と次数に関する仮定より 0. M∗(c, h)の他の元については、·の線形性より ⟨c, h|Lλ

(λは長さ 1以上の分割) という形の元を考えれば十分だが、その場合特異ベクトルの定義から

⟨c, h|Lλ · χ = ⟨c, h|Lλℓ
· · ·Lλ2 · Lλ1χ = ⟨c, h|Lλℓ

· · ·Lλ2 · 0 = 0.

命題 3.3.3. 次数 k ≥ 1の特異ベクトルが存在 ⇐⇒ M(c, h)は可約。

証明. Vχ := Vir ·χ ⊂ M(c, h) は Vir部分表現。Vχ の斉次元は全て次数 1以上になるので Vχ ⊊ M(c, h)は真部

分表現となる。従ってM(c, h)は可約。

逆にM(c, h)が可約なら、真部分加群 N の斉次元で次数最小のものを一つ取り v とおく。v ̸= |c, h⟩が背理法
ですぐに分かる。Vir ·v ⊂ N だから Lkv ∈ N (k > 0)。すると次数の取り方から Lkv = 0. よって v は次数 1以

上の特異ベクトル。

3.4 Kac行列式

定義 3.4.1. nを正の整数とする。p(n)次正方行列Kn をKn := (⟨c, h|LλL−µ |c, h⟩)λ,µ⊢n で定める。

n = 1, 2, 3で書き下すと

K1 = (2h)

K2 =

(
⟨c, h|L2L−2 |c, h⟩ ⟨c, h|L2L

2
−1 |c, h⟩

⟨c, h|L2
1L−2 |c, h⟩ ⟨c, h|L2

1L
2
−1 |c, h⟩

)
=

(
4h+ c/2 6h

6h 4h(1 + 2h)

)

K3 =

 ⟨c, h|L3L−3 |c, h⟩ ⟨c, h|L3L−2L−1 |c, h⟩ ⟨c, h|L3L
3
−1 |c, h⟩

⟨c, h|L1L2L−3 |c, h⟩ ⟨c, h|L1L2L−2L−1 |c, h⟩ ⟨c, h|L1L2L
3
−1 |c, h⟩

⟨c, h|L3
1L−3 |c, h⟩ ⟨c, h|L3

1L−2L−1 |c, h⟩ ⟨c, h|L3
1L

3
−1 |c, h⟩


=

6h+ 2c 10h 24h
10h 8h2 + 8h+ ch 12h(1 + 3h)
24h 12h(1 + 3h) 24h(1 + h)(1 + 2h)


命題 3.4.2. 正の整数 nについて、detKn = 0と次数 nの特異ベクトルが存在することは同値。

証明. detKn = 0 ⇐⇒ ある χ ∈ M(c, h)n があって任意の Lλ (λ ⊢ n)について ⟨c, h|Lλ ·χ = 0 ⇐⇒ Lkχ = 0

（1 ≤ k ≤ n).

例えば

detK1 = 2h

detK2 = 2h(16h2 − (10− 2c)h+ c)

detK3 = 48h2(16h2 − (10− 2c)h+ c)(3h2 − (7− c)h+ 2 + c)

定理 3.4.3.

detKn ∝
∏

r,s>0 1≤rs≤n

(h− hr,s)
p(n−rs) ∈ C[c, h],

hr,s :=
1

48
[(13− c)(r2 + s2)− 24rs− 2(1− c) +

√
(1− c)(25− c)(r2 − s2)]
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Kacが予想し*2 Feigin-Fuchsが Fock表現（自由場表示）を用いて証明した。*3 *4

系 3.4.4. M(c, h)は c ∈ R>1, h ∈ R>0 なら既約。

証明. n > 0に対し detKn(c, h) > 0を示せば十分。

φr,r := h− hr,r, φr,s := (h− hr,s)(h− hs,r) (r ̸= s)

とすると φr,r = h+ (r2 − 1)(c− 1)/24 > 0. また

φr,s = (h− (r− s)2/4)2 + h(r2 + s2 − 2)(c− 1)/24+ (r2 − 1)(s2 − 1)(c− 1)2/576+ (c− 1)(r− s)2(rs+1)/48

と 1 ≤ rs ≤ nから φr,s > 0. よって detKn(c, h) > 0.
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