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2016年度後期 数理物理学 II/数理物理学概論 II 10月 17日分のレポート問題

理学部 A-441号室 柳田伸太郎

以下の問題のうち 1題以上を解いて提出して下さい。期限は次回 10月 24日（月）の講義までです。

各問題の ⋆は難易度を示しています。⋆1つを 5点前後として採点する予定です。

講義で分からなかった所、扱ってほしい話題などありましたらレポートに書いて下さい。

レポート問題 1 (⋆ ⋆ ⋆ PBW基底). Lie代数の普遍包絡代数の PBW(Poincaré-Birkoff-Witt)基底とは何か述べ、

その存在定理の証明を与えよ。

レポート問題 2 (⋆ Fock表現の Hilbert級数). Heisenberg代数Hの Fock表現 π0 の次数構造

π0 = ⊕n≥0π0(n), π0(n) := {v ∈ π0 | deg(v) = n}

について、次の等式を示せ。
∞∑

n=0

xn dimπ0(n) =
∞∏

n=1

(1− xn)−1.

レポート問題 3 (⋆ 形式的デルタ関数). δ(z, w) :=
∑

n∈Z z
nw−n−1 ∈ C[[z±1, w±1]] に関する以下の命題を示せ。

(1) 任意の f(z) =
∑

k∈Z fkz
k ∈ C[[z±1]]との積 f(z)δ(z, w) ∈ C[[z±1, w±1]] が定義される。

(2) 任意の f(z) ∈ C[[z±1]]について等式 f(z)δ(z, w) = f(w)δ(z, w) が C[[z±1, w±1]]で成り立つ。

(3) 任意の非負整数 nについて等式 (z − w)n+1∂n
wδ(z, w) = 0 が C[[z±1, w±1]]で成り立つ。

レポート問題 4 (⋆⋆ Virasoro代数のボソン化). Heisenberg代数Hの正規積 : :を用いて次の無限和を定める。

Ln :=
1

2

∑
m∈Z

: aman−m : .

(1) 関係式 [an, Lm] = nan+m を導け。

(2) 次の関係式を導け。

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
1

12
(n3 − n)δn+m,0.

(3) T (z) :=
∑

n∈Z Lnz
−n−2 とすると次の関係式が成り立つことを示せ。

[T (z), T (w)] =
1

12
∂3
wδ(z, w) + 2T (w)∂wδ(z, w) + ∂wT (w) · δ(z, w).

レポート問題 5 (⋆ ⋆ ⋆ 対称化写像と Bernoulli数). gを C上の Lie環とし、[ , ]でその Lie括弧を記す。T (g)を

gの線形空間としてのテンソル代数、また U(g)を gの普遍包絡代数とする。射影写像 T (g) → U(g)を πで表す。

例えば X,Y ∈ gに対し [X,Y ] = π(XY − Y X) が成立する。対称化写像 σ : T (g) → T (g)を次の式で定義する。

σ(X1 · · ·Xn) :=
1

n!

∑
τ∈Sn

Xτ(1) · · ·Xτ(n).

σ と π の合成を次のように書く。

(X1, . . . , Xn) := π
(
σ(X1 · · ·Xn)

)
∈ U(g).

この時 Y,X1, . . . , Xngに対して、U(g)において次の等式が成立する。

Y (X1, . . . , Xn) = (Y,X1, . . . , Xn)−
b1
1!

∑
i

([Y,Xi], X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)

+
b2
2!

∑
i ̸=j

([[Y,Xi], Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn)− · · · .
(5.1)

但し b1 = −1/2, b2 = 1/6, . . . は Bernoulli 数であり、また X̂i は Xi を除くことを意味する。この問題は等式

(5.1)を証明することを目的とする。



数理物理学 II/数理物理学概論 II 10月 17日分レポート問題 2/2

(1) m ∈ Z≥0 および X,Y ∈ gに対し、T (g)において次の等式が成立することを示せ。

σ(Y Xm) =
1

m+ 1

m∑
k=0

XkY Xm−k

またmについてこの式をまとめて、次の式が得られることを示せ。

σ(Y eX) =
∑

k,m≥0

1

(k +m+ 1)!
XkY Xm. (5.2)

（両辺とも無限和なので、正確には T (g)を適切に完備化した空間で考える必要がありますが、それについ

ては余裕があれば考えてみて下さい。）

(2) k,m ∈ Z≥0 に対して次の式が成立することを示せ。

1

(k +m+ 1)!
=

1

k!

m∑
j=0

1

j! (m− j)!

(−1)j

k + j + 1
. (5.3)

（ヒント：ベータ関数の積分表示と 2項定理からm! k!/(m+ k + 1)!を有理数の和で表示すると示せます。）

(3) ∇ : T (g) → T (g)を ∇(Y ) := XY − Y X で定める。等式 (5.2)と (5.3)から次の等式を導け。

σ(Y eX) =
( ∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
∇m(Y )

)
eX .

またこの式を

σ(Y eX) =
e∇ − 1

∇
(Y eX)

と書き換え、それから次の式が得られる。

∇
e∇ − 1

σ(Y eX) = Y eX . (5.4)

ここで現れた (e∇ − 1)/∇及び∇/(e∇ − 1)をどの様に考えればよいか（又はそれらの定義を）議論せよ。

(4) b0 = 1, b1 = −1/2, . . .を冒頭で述べた Bernoulli数として、等式 (5.4)から T (g)での次の等式を導け。

1

n!
Y Xn =

∑
k≥0

bk
(n− k)!

∇k(σ(Y Xm)).

（ヒント：Bernoulli数の母函数を思い出して (5.4)と見比べて下さい。）

(5) adX(−) := [X,−]として、U(g)での次の等式を示せ。

1

n!
Y Xn =

∑
k≥0

bk
(n− k)!

( n−k︷ ︸︸ ︷
X, . . . ,X, adkX(Y )

)
. (5.5)

(6) (5.5)から冒頭の等式 (5.1)を導け。

出典について

問題 5は [D77, P98 2.8.12(c)]にある公式で、[G71, Lemma 2.1]の証明に沿った誘導をつけました。
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以上です。


