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§
.
1

.
Nilpotent orbits .

• g : Simple Lie alg.la
・ G : Lie groups T ,

s
.
t

. Lie (G) = g

• Gad ン = ImgCAd ) CGL CG )

God EGO (G : com
.
⇒ Gad EG )

・ Gsc i Simple com 。

& com
.

Lie groups.t .

Lie (G) = g.
た ( G) = { e }

,
TCG ) = {好

・ G : Simple com
& com ⇒ Gsc 三 Gad EG

・ G :
com .

⇒ G 三 Gsc/ c C CZ𠂢 )

For KEI 、
a : = {Ad (g) x 1 g E God }

Then 三 Gad/錻 t.ve 碔 = {gt Gad 1坳吟

ns dim On = dim had - dim 幽

= dim g - dimがい



dim多い 3l (ei = rklg ) )

ix. な cg 、
る利 っ ま

cartansubdg.rs
d.my M 3 dim な

も x
DI l : = rank (Of ) ,

KE は

い) x is は逓 dimない =e

(2) x is邶婪 iに) dimGM = 0+2

N = MG) ÷ { nilpotent element of G }

G N

な器/G := { G- orbits of N }

( 1 ) ・ #NG < N

• も O ENG dim OE dim 4 -l E 2名。

(2) Org : = {x EN 1 x : regular} ENG
・ dimOrg = dim G - l
• も ENG ,

0 キ Org ⇒ dim 0 < d.mg - e
.



(3) Greg : = {x ENほ ) し ど Subregular } ENG

・ dim Greg - dim G - (e)

Codim= 2
Codim> z

・ N = Org Ll Org 凵 Ll O

Codim C ) c 。dim- o O ENG
"

dimN - dim l ) dim O < dim G - (e)

Example 1.2
・ G = sln (4) M 72 )

• Gsc = SLn CIC)

。 z = 佔 脚琢
→ God = PSLn (0) = SLC)に



NG ) がx sizeは )=の i

JordanM =I ' ' \ j) n , 3
- -

sm

だ じ A = (aij ) ij Este)

n

(AT )
ij
= 京 Air jt = 9 には+1

(JA)
ij
= £8ば Arg

= a i- I ij
R= 1

0 a 、 、 -.- aus Al cm )
oa 、 -.-amazon.is/AJ=f.・

! !
'

丶
、

i

○ Acm 」 1 ・

、

1
0 9 n 、

、
、 、 、 、 An (mi )



92 1 922 - - - 92h

93 、 A3 2 -_- 、 93n

JA 二 | i i
・ i

i ! i
.

i |!an 、 an ann
0 0 - -.- 0

9、! = G 、 に an = -.- = Ann= 0 で○ た (A)= 0
az :ニ Ch 2 = an = -_- =

Gemini
AR : ニ G 、 n

= 92 (RH ) = -_- = Ach-Rin
!

an に A 、 h

→ A = |
99293 - an an
.az a, am

、
、

、

、
!
- !CO n.kz

→ dima = dim は dim}



= (が ) - Cm- 1 )
= n?n s

Pro
p

1 、3

い) { nilPatent orbit S } 逃> {portion of n }of dn

x
1一) Jordan DC)

R

は dim Ox = が 一 点 にi - I ) Ni
Here

JordanM =[ .

.

.引 、

size (た) =Mi

( l EiER)

(n 、 3 -.- 3 m )

Prof of (2)

Vx EN ( sln ( 4) ) C sln (4 )
,

Jordan にくに [ い た] iJ
Size (たに Mi 、

MP、 -.-3 hn
( IEEE k)



A = ( a E Mali (G)

AY?にき
に

Am . .
.
※| 」 町 E仙

哬
( G )

AJ = JA
a.az . . . an i
o

- i→ 町武。 納
t.name/nj~)dim1AijEMatnixnjK)lAijJj=JiAij }

= min {Mi , nj}

dim IM = 哥 min {min;}
- 1

= M 、 +3ns.t.it にに 1 ) Mk ) - 1

= 事 にい Ini - 1



i dim 0 x = dimG - dim x

= ばい ー ぼ にい )m - 1 )
= が一 着 にいい に

✗

§
.

2
.

NilMerit Variety
and Klein iansingular.ly

Def
.

2
.
1
. x E Osreg : = {xM x : Subregular}

⇐> dimるいり = 1+2

. S : non - Singdar Subvar
.
of g

,

dim = 1+2

S is transverd She of G. を

ごく⇒ TS + た (G .
x) = ちは

1 5

9はいい

"

y

た8 nた (9.x ) = 例



Thin2
.
2 は : Lie

alg.oftypeAP.ES
: transverSol She of KE Greg .www.aesnrmsgkleiniansingularityoftype

は
.

※ Shown by Brief learn in 1 9 7 0
.

E[は] に the alg.ofpdynom.cl function on A
Ad

・ G 。 g

~ 4[G] by (gf ) いい = f (Adば ) x)

Cg EG 、
x EG )

比が 、= { fEGG] | gtf 、 な EG}

.ly CG ! Cartoon .

Sub alg .

of G

・ W : Weylgp.assoc.to な



C [なが = { f E 4は] | wた t.tw EW }
HS : G [g] ns Qは] ,

f 1→ flg

Tim 23 ( Cheratey )

(I) res ! G [G]
G
= Gはが

(2) Gほがこ Centre ]

upon
et of は h

i :

homog.poly.deg1hH@t10utIine.of
proof ( I )

(Well- definedDess )

V f E 9 [ば 、

g. res (f) (h ) = res (f)
( gthg ) = res (f) (h )

( gEG ,
h t な )

→ g E NI) g
」 hg =h

.

( な = Lie M )



W = gTEN 、
け) 三 W

→ w.msHI ( h 1 = teSHI (WH
=

reslfllhj.ir
es HI EGGが

.

CInjectiony )

f EGG]り res作。 ⇒ た 。

f use

Greg is densein g

( SayHimy )

.ly = Lie CG )
・

p : arep . of G

・

Xp i Character of p

ns Xp E 4 [G]
G

・ iirr.rep.ofh.ws 入

・ 入 入 ! 二 XP 入



✗× | T E XG )Wi = Han (T , C )

→ X × K = [入 ] t 三 qu [µ]
は
µ
E た。 )

µ< 入

( W.mn た = {M )

~ [入] = ××に 十 三 mm だけ ftp.は 1

µdom.at

• {Wi ERI <Wi 」 が〉 = di
j} i basis of XG)

、

→ { Xw
。
} are Generators of CG ]9

algebra is Independent Over Q .

y

Tim
.

2
.
4

.

For KE は ,
We Take a Jordan decomp .

x = xstxnfhipotentp.am
「

Semi Simple part

For SEE が
,
We have

f (x ) = f ( x s )



EX .
25

は = sln (E) ,
AE sln (E).

• det (tIn -A) = で +た(AIでだ+ HMnA)

✗ に
E 4ほで CIE k En )

XE G = S Ln ( ICI ,

det ( tIn - X" AX )

= で txz (かいでだ ー+ トリ
"

xn MAX)

Ch the other had
.

det ( tIn - MAX ) = det (K'
tInX - が AX)

= det (W ( t In - A ) X )
= det (か) det CX l det (tInit 1

= det (tIn - A )
こ、 XR (A )= Xn ( K

'
AX )

.

//

8がな = { (火 } c Once ?

Cartoon )

の

(h
,
. . .

,
hn I ← coordit.ate .



en ! fundamentalsymm.ply ( deg = k )

e 、 = h 、t.ith n
= 0

→ E [GY = E [た、
、 、 、

、 en]

た (A) isfundamentalsymm.pro ly deg = h

of ei Gen
value Xi , . . , Xn of A .

resi.ECが → E[なが

✗に (Jordan (A) ) 1→ en

Thin
.

2 6
.

(1) Semi Simple element - x

is conjugate wl な

(2) x.ge な are Gay .

⇒ www.y



①ほがきくけい . . .Ne]

X : G→ なんや
ピ )

f x 1→ (かいい
、 、 、 、

、 Xe いい )

adjointquotieut.TK
m 2 .7 .

(1) X is Hatmorphism.codimensim of fiber =l

(2) が (E) (Tear )
X も G. つに

ここ。

(3) た。 i Semi Simple ,

Codim ( G . っい 72 ( ito )
がい

(4) {KE がほ 11 つに honsing.pt 、}
= { KE がほ ) | っい regular

asg 、 }



X
,
Y : algebraic var

.

X
,Y i hoh - Sing u Ian

⇒ f ! ×→Y is Hat

※⇒ dim ftp.、 Constant (Yet)

A
,
B : comm.mg [た Spec A

と Spec B ]
4 : B → A : ring hom

. [f . ×→と]
mwphism

4 : flat
、←→ も

。 → L → M→ N → O

Catin Mod)
O → LB A→ MBA → N@A → 0

B

( exactin Mod A )



§
.

3
. Representation of d、(e)

and transver

salskie.gsSimple Lie dg .

Greg = {KEN 1 で Sub regular }
d.mg (x) = rank(g)+ 2

= Ad (G )M (KE Gang)

→ た ( Greg ) = xt [g 、 x]

S = x+ Y : transveral di ce

をSt Tx ng
= たな

まい たま = は。 [g 、奵 ( as rectorg )
~
← Construct

.

Tim
.

3
. 1 ( Jacobson -Monav1

g : Semi - Simple .

For KEN CG ,
Here exists

ヨ !
h

, y eg thatsatisfythetwkgrel.ch
、
x] = 2x

,
Ch

、 はた な 、
[My] = h

Up to adj.int Action 、



Thin3
、

3
.

{KEN
' ' ' " ・

.
.

,

Thin3
、

2
.

{KEN | っけ。}G 巡 {acyl に球(

4

0 x 1→ M <x ,h , y 〉

(Ken Temple
Well - defindenss

x
= Oi ( っに gxg.it

→ G = a ,
h
, y 〉 、 a

'

こくどだぱ 〉

thにghgt.gl= gyg
」

✗

• )に 1% 1 . H 1 .
51%] Este

• pi.sk → End (D : representation of sh



• h != {ve II pairN}
※ h も 何 →

・ 入 : a weight of h

・ VI : a weight Space .

IT = DD : weight gave demposition入

おm 3
.

3 .

1 : 1

(I) を》。
←> { irr.rep.off.dofsh.catた

。 v1

n m げ : dim (Vn) =n .

(2). weight ( M) = { 一 (にり 、
ー ( h-D

,
_

,
m }

「
set of weight of Vn

・ dim (町) = 1 " t weight (M )

・ PM : VI → VE ×En-3

p (y ) : VI t い小 2
入 3 -1ns)

※ n.li highest weight .入二 [(n- 1 ) : West weight



p
: Qa (G) → End (心いい )

.PH) = Z 、 z 、
ー た るた

。 P(x) = Z 、 る た

。 P( y ) = Z2 み
、

が ÷ { homogeniouspdynmials.degが }
= く がい が名

、
-_-

,
2が〉 CERN

Then N is iwednciblerep.ofs.la .

1 ど )
ad

GAG → End (g) : him
.

N( sein)

Since any f . d .ftp.ofslddiscompleereduciblsweobtainthe following

g = お V に t.IT に 、iw.repofn.FI



で
、
i weight Vector having Ionest weight with Respect
to h in Vに

、

→ ker Lady 」 ) 1
m
= En

( るばりた にげり いた 。 } - en )

By Thin 3. 3 (2)
、
weohata.in the following

Wi = ad いい (じ) の En
= ad いい (じり わるいー

、

1り )

i. g
= ad いい ほはる利

・ S に つくな
g (g) CG ( Slodwy die )
nrnrn

「
Component Space of GN in G .

Tin 3.4 .

KE Osreg 、
KES 。 g

"

く)し
、
h
, y〉 = hCG

)

S = つける (y ) and Greg interest transadd
x

.



Example .

3
.5 .

y = SCE )

018も鬯 州 いいが

のに鬭
→ S and Greg interest transver

'

seatを E Osreg 、

?

TS t た Greg = た(G)
1 1 1 15 + x+ [g 、川 xtg
ti 4 :ど

(8 - K) の G 、x ]
E は

1 1 1 1 1

1機脈璥鵂 州* K - X 、 o * 。
* K - Cat b)



r
y 、 、 y 、~ 9 ・ 3yf園 Eg
y, 、 932933

が投:望兆 1y z 、 Y 22 92 3

= [ 0 9 2 1 0ii.
。 1

kg = G し 8
yz.sn 923

。 惟箭望が
= ド 9229

。 。 ウ
。 。 。

→ xg ー が じ はいが 923 ]o - y z 、 O

O - y 3 1 U

-

☒ ☒

→ cx.gr 低 な iD



§
.
4

.

Action on on transverd de

y : Lie alg.typeA.DE
U

つく EN : nilPatent van ,

M=〈x
,
h

, y 〉 CG ( Jacobson - Mona !
Tesla - Triple
S = つける (g) : Study di ce 、

Then S is a versal deFormation
of Klein ian Sing .



~っ ( 1 ) Mi = 2di - I i El - 1

(2) ・ di と 2di = m+ l ( iEl- 1 )

・ de = 2de

・

Wi = Mei、 、
+1 ( に 1.2.3 )



G : A
,
D
,
E / G 、 rank (G ) =l

For RE Greg ,
G = くっいh.gs c G
(会い )

S = K+ るばり ) 、 dim名 (y ) = et2
ns g E Sheg.

げこ
、 irreduc.be wp . of M 。

dim = m

で i : Lowest weight Vector of V
"

add ) (x +Tan ) = 2と +笠 (ーがい ) Gた
た 「

ng
た 1

)

小 ぐ → GLCg)
u

t 1一) 入比 )ににせで CwtM = R )
r

)( g = ① パン
i= 1

For
t

et2

K +[Cine S
in



水七) (x -Tan )
El

= Ext 皇地とこた
た

11巡
wt (げり = {_にーいっ ー (his )

、
-_-

, n 、-3 、 nine }
f

. W .

Two
: d → GLCg )

も 1→ TG) (v) = t.ir
にEG )

→ X and の are Commutert.ve
.

• µけ) : = のけり 入げ ) CtEC )

→ CAS
ft2

ft2

① µけ)仙齊た) = のけり (でっいさどたり
et? El

= x + 玄 で
"

an ES
/



Red

✗ 、 g → Ywも ピ) (adjo.int quotient )

x 1→ (九、いっ -.- 、 たでい )

Where XI
,
. . . ,Xen are Generators

of G[gが 、

degXi = が〇け し ごdi

T Expert
of

g.c.f.g.glnd

f = Spec 化がいい に 眼 )

な心 : = Spec 4[か 。
. . っといが (W 三の )

①[x 、 、 、
、

、
っい ]
W
= E [Xi

,
. . .

, Xn]

chevalley

九、ニ た ( fundameutalsymm.MY、 deg = i )



-
Rp 4.1
な != ×6 : S」 が

is Trap with weight
di , . . . 、2dein.tl , . . .Met2+ 1 )

い、-_- Ten) t.coordirate of S

CX 、 っ
-_- 」 を ) : Caroline of がf AE )

Uteビ

た S_xn.hr/w:=Spece.ixe]
Xit mail.nl I

ぜた S
九一つ なん で氿、

・
Z ES

か、( µm z ) =Xiは﨑入げ ) Z )
にXi (のげ ) Z ) で〇九 isiw.ch Ad

、

二 で た (z ) deg# = di



Cf
、

入比) に) = でで (NEW )

9臖 !i "泰し
、

=バ咋、

= km = ad (h ) に )

で
一 樂ド = addr ) = ad 作り

f 出たしf 跳、

入 比 ) = Ad 他圳
as Eh 居 もとろ

たど eExampknni
(CEC )An : g = slm 、 ( C )

{ x ,
h

, y } !

slz-tkples.t.fiEC { h 'は 1の (h )が、竹
たこ { の 、

,
. . .

, Xn } i Simple not 、



M = 2kt 1

{ di } = { 2 , . . . , MI } = { ろー、
2にも2 }

1型 山 (h) = {0>1,2}
l '

Mrs
、

'げ
'

州 昨一則○ (ht )

o
、
o

。

にじ 滇、 州 sina.is

o 、 o

~> If C ts

1 2 3 R に十川 に+2 kt3 2に+2

だ = diag ( 2k .2 に-2,2に4 , . . . .

,
2
,
0Y 、 さい さん )

i

= ( R42
,
kt3

,
-.-

、
2kt2) . h

&
cyc.elem.in W =8

ml
=82 に十を



✗G ) ※ちり たいい たmi (h
' )

2 2 2 2 0 2

。→→- →→→-.-
お

1 2 3 m 、 2 M 1

g = stalk )

O の? のけな のけの約 3

2 0 2

orrnr。※: ✗ 、 の 2 2 3t
Wt

、

井 ヨ げっ 諫4 1

2 4
0 1 + 3 + 1

( 玄 9 ) → # に } = 4 - 1 = 3

ヨ が
、 鳴門

→ 自騮



→ # { o } = 5 - 1 - 3 = 1

ヨ げ 回

(m, Hz ,m ,
M 4 、 h5 )朧

= C 3 , 5 , 1 ,
3
, 3 )

sld =哬に城から ④ IT
'

R 4 6 t 減 m -_-姒 4k
2
い、 14 y

'

'

4に -2

iで4 i '
TEt

みこ

-
- -

- 2に |ーー
めに してた

な2ml

'
1

f ン二次
l ねがー +みいう、

、
6
4一、
2に+1



Wt キ1

4k 1 4に

4に2 2
4? 4に " い

た k
,

1

4に4 3
z ! i !

i i o o . . . 1 。 。 。
i ! ? i ! i

2 k+ 2 k
i da

_

_
_

-2に -2に

zk kt 3 = k+ 1 +2 -4に

2K- 2 R+2 +2

i げにい げにげ げ '

げ '

l

0 z にtlt2
-

;

und

2 R+ 1 1 2

い !
n !

i

Me」 her . . . .h 、
Me Met Meta



§
.
5

、
Trans read site and

Kleinian singularity

G : Lie alg.typeA.DE

P𤇾
For each Z ES

,

S and O z interest trans

versaliyatz.PIi.GS
→ g

(g , S ) に」

gs = Ad (g) S

ぐ ~ GS

by p (t) ( g ,
s ) = (入げ )g 入氏) 。 µけ)

s )

にEC )

水七) E God = { Ad cgi. y→ は IgE G }



G × S _
°

っ g

べ | n | µいい
S
_
j

V1が G.si )

= U ((入げ )gT.pe ) )
= V ( ( 入 したり g 入い 、 の げ ) 入げ ) S ) )
= Ad ( 入げ ) g 入 けい ( のけり 入 (ど ) S )

= A d ( 入げ ) g 入 い) ( 入げ ) のげ ) S )

= A d ( 入 げ 18げ ) g) ( S )
= µけ)g. S

Supose z and S interest transvarsality
1 1

V (G × {z} ) at Z e S



ie
た Ozn た8 = { o } . .

. N )

鐵ギは

9、= µに10 z
rect ) Oz

Oz = µ け、 (U (G × {パリ
= U (pけ) (G ×例) )

内 ⇒ た
z いたS = { 。} )

= V ( ×げ 食い 、 {µ吤だ 0でっ だ8
= たけ) Z 0µm z へ ない z 5

=

=

µM (た Oz へ たS )
= µ け、( d ) = { o}

t E ビ = GLC 1 )
も Y sm

、



A TY
For G .

S) EG × S
,

ヨ

(g , s ) EU CG × S
op

U (V ) = { Vは50 ) | はパリ EV }

= { Ad はりい | cgi, s ) EU }

dim dimG+dimS dimS dimG = d.mg
U 三 Cm × UN )

① m = dim (GS ) - dim G
= d雄 + dim S -dind
- dim S

Z = V ( e , z ) 、
EEは、 CG , Vz -§ 8 st

→ た znたS = {o} じ = いいた

⇒ dimU - dim\た = dim UN )

⇐> U 三 u (V ) × 1た



8灬ぽば

。蒋周入
。

っ 1 1

G × S は2
に

Z

G.5.2

(り な : S → HW is Flat

morphism.MS: = な
'
Co ) has is dated
avg.at
x E Greg .

Proof 、

い)
一

・ V : G × S → G is Smooth
.

(g , s ) 1→ Ad (g) S

du i TG ⑦ た9 → たま is surj 。

(e,x ) EG ×S



In fact
.

.

dv1TeG@OJ-TxOx.dv10 ⑦ た8 ) = たS
・ TG = た x ⑦ たS 」

ForZES.me#ceZElTGS.Thenvissmwthatallpts.offe}× IT

For Z
' ES

,
Z
'
= MHZ (tEC )

なEG 、
( g , z
' ) EG ×S

は、で ) E [G×ビー orbit of an }
as V is Smooth

~> U is Flatmorphisma.SIgやが

いし 塔
(pry.to S )



XN 、 Hat X ,
U at

XS : flat で○ p :

flat.CZ
) ・ Org = { KEN | x : nonsingnlar }

・ Sing ( S ) = { KES lxisingukrpt.ly

dim ( Sing N ) = 0
.

。 S = S n N =がい )

• dima t dimS 〉 dimないしはSur)

① T.at TS = を口

by Pnpがな



dimS = 1 + 2

nm> dim 、 t (et2 ) と dim は

dim 0 x 3 (dim は - e ) - 2
dim 0x 3 dimN - 2

m> Codim 0 と E ?

~> x E Greg or KE Osreg

• dim S = 2

• dim (Singh ) 2

~> Sing 〈 SI = {竹

S has isdate d Sing .



な ! S 」 が

ZH (たい いっだい )

で洲 s

. weight of ビー Action on XS is

( 2d in 2de i hげ いっ nen + 1 )

・ 2de > Hit I 1に 1
,

.
.
.

.
et2 )
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器 ( 0) = O に しいせて

→ S has Singdar pt
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