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Taylorの公式　略解
以下では 0 < θ < 1とする.

問題 1.

(1) n = 2kのとき,
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問題 2. n = 2kのとき,
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問題 3. ヒントに挙げた関数 φを考えると, φ(a) = φ(x) = 0である. 平均値の定理から
φ′(a+ θ(x− a)) = 0 となる θ ∈ (0, 1)が存在する.

φ′(t) = −f ′(t)− f ′′(t)(x− t) + f ′(t) + A(x− t) = (A− f ′′(t))(x− t)

であり, φ′(a+ θ(x− a)) = 0よりA = f ′′(a+ θ(x− a))を得る. これより n = 2の場合の
Taylorの公式が得られる. □
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問題 4. eが有理数であるとすると, ある整数m,n ( n ̸= 0)が存在して, e =
m

n
と書ける.

eは正だから, m, n > 0と仮定してよい. また, 補足 1 (b)のように e = 2.71828...は整数
でないので, n ̸= 1, すなわち n ≥ 2となる. 一方, Taylorの定理より, 上で選ばれた nに対
して 0 < θ < 1をうまく選べば(m

n
=
)

e = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+

eθ

(n+ 1)!

とかける. 両辺に n!をかけて整理すると

eθ

n+ 1
= m(n− 1)!− 2 · n!− n!

2!
− n!

3!
− · · · − 1.

という式を得る. この式の右辺の和に現れる項は全て整数なので, 右辺は整数である. 一
方, 0 < eθ < 3, n+ 1 ≥ 3であるから

0 <
eθ

n+ 1
< 1.

となり, 左辺は整数でない. これは矛盾であり, ゆえに eは無理数である. □

問題 5.

(1) sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, cosx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n.

(2) xの偶数べき, 奇数べきに分けてやると, (i2n = (−1)nであるので)

eix = 1 + ix+
(ix)2
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+
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3!
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= cos x+ i sinx

となっている. (ただし, この形式的な式変形だけでは Eulerの公式を完璧に証明し
た, とは言えない. 厳密には, 「“絶対収束”する無限和の項の順序を任意に交換可能
しても収束値は変わらない」ことを証明せねばならないが, ここでは省略する.) □

問題 6.

(1) f ′(x) = − 1

(x− a)2
, f ′′(x) =

2

(x− a)3
, . . . , f (n)(x) =

(−1)nn !

(x− a)n+1
である (数学的帰

納法で容易に示される) ので, x = 0における n次のTaylorの公式は,

1

x− a
= −1

a
− x

a2
− · · · − xn−1
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+Rn(x) = −
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Rn(x) =
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である. ただし, θ ∈ (0, 1)は xに応じて定まる.
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(2) 等比数列の和の公式を用いれば,

−
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a
·
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a
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(
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)

ゆえに,

Rn(x) =
1

x− a
−

(
−
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)
=

1

x− a
· x

n

an

ゆえに, |x| < |a|ならば |x/a| < 1であるので,「第4回の問題3(1)」により lim
n→∞

Rn(x) =

0であることが示される. □

問題 7. f(x) = 1 + x+ 2x2 + 3x3 + 5x4 +Rn(x). □

実は, この係数たちは Fibonatti 数列 (a0 = a1 = 1, an+2 = an + an+1により定まる数
列) をなしている. このことは, 例えば次のようにしてわかる.

1− x− x2 = 0の 2つの解を α, βとすると, 部分分数分解により

1

1− x− x2
= − 1

(x− α)(x− β)
= − 1

α− β

(
1
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− 1
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)
となる. ここで問題 6より, |x| < min{|α|, |β|}において

1
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∞∑
n=0

xn

αn+1
+

∞∑
n=0

xn

βn+1
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∞∑
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(
1
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)
xn

とTaylor展開されるので, これより f(x)の x = 0におけるTaylor展開は

f(x) =
1

1− x− x2
=

∞∑
n=0

1

α− β

(
1
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− 1
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xn

となることがわかる. an =
1

α− β

(
1

αn+1
− 1

βn+1

)
が Fibonatti 数列の一般項を与えるこ

とは簡単な計算で確かめられる.
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