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1変数関数の連続性と微分
実施日 : May 10, 2024

今回は，関数の連続性や微分可能性に関して学ぶ．後半は，あいまいさのない極限の
定義（ε-δ論法）につい取り扱う．ε-δ論法は高度な題材であり，名大のカリキュラムでは
学部二年生の（数学科の）授業で習うことになっている．ただ，数学に興味がある学生は
早めに厳密な論理・論法に慣れておいた方がよいため，後半に説明を載せることにした．
演習での詳しい解説は行わない．興味のある学生・より詳しい説明がほしい学生は授業中
（問題を解いている時間）やCafeDavid等で質問してください．
なお，ε-δ論法は中間・期末試験のテスト範囲には含まれない．

この演習では以下の記号を用いる: a, bを a < bなる実数としたとき,

• (a, b) = {x ∈ R | a < x < b}という形のRの部分集合を開区間, [a, b] = {x ∈ R | a ≤
x ≤ b} という形のRの部分集合を閉区間と呼ぶ.

• (a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}や [a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b} などを半開区間と呼ぶ.

• aまたは bを±∞とみなした Rの部分集合 (例えば (−∞, b) = {x ∈ R | x < b}や
[a,∞) = {x ∈ R | a ≤ x}など) は無限区間と呼ばれる.

• 以上を総称して区間と呼ぶ. また, 上の aや bを区間の端点と呼ぶ. (開区間は端点を
区間に含まない.)

関数の連続性

定義 1. f を開区間 (c, d)上の実数値関数とする. a ∈ (c, d)とする. f が点 x = aに
おいて連続であるとは,

lim
x→a

f(x) = f(a)

となることである. すべての a ∈ (c, d)にたいして, f が点 x = aで連続のとき f は
(c, d)上連続であるという.

補足 1. limx→a f(x) = Aは, 次と同値である.

• limn→∞ xn = aとなる (c, d)内のすべての点列 {xn}n=1,2,... ⊂ (c, d)に対して,

lim
n→∞

f(xn) = A.

数列の極限を厳密に定義するには, ε-N 論法が必要である. 興味のある学生は, この演習
プリントの後半を参照されたい.
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例題 1. f(x) = cos xが連続関数であることを示せ. (つまり, 任意の a ∈ Rに対して, 点
x = aで f は連続であることを示せ.) 必要ならば, | sinx| ≤ |x|を証明なしで用いて良い.

【解答】 a ∈ Rを任意の実数とする.

cosx− cos a = cos
(x+ a) + (x− a)

2
− cos

(x+ a)− (x− a)

2
= −2 sin

(x+ a)

2
sin

(x− a)

2
.

ゆえに
| cosx− cos a| ≤ 2

∣∣∣∣sin (x− a)

2

∣∣∣∣ ≤ |(x− a)| → 0.

したがって,

lim
x→a

cosx = cos a.

f(x) = cos xは x = aで連続. □

問題1.例題 1にならって f(x) = sin xが連続関数であることを示せ. 必要ならば, | sinx| ≤
|x|を証明なしで用いて良い.

問題 2.

(1) 関数 f : R → Rを次で定義する.

f(x) =

{
x sin( 1

x
) (x 6= 0)

0 (x = 0)

このとき, f は x = 0で連続であることを示せ.

(2) a ∈ Rを任意の実数とする. 関数 f : R → Rを次で定義する.

f(x) =

{
sin( 1

x
) (x 6= 0)

a (x = 0)

このとき, f は x = 0で連続でないことを示せ (ヒント: 0に収束する数列 xn =
1

2nπ
, yn = 1

π
2
+2nπ

を考えよ).

連続関数に対する基本的な性質を紹介しておこう.

命題 1. 2つの実数値関数 f, gに対し, 次が成り立つ:

(i) f, gが点 aにおいて連続ならば, 和 f + gおよび積 fgも点 aにおいて連続で
ある.

(ii) f, gが点 aにおいて連続で, g(a) 6= 0ならば,商 f/gも点 aにおいて連続である.

(iii) f が点 aにおいて連続で, gが点 b = f(a)において連続ならば, 合成関数 (g ◦
f)(x) = g(f(x))も点 aにおいて連続である.
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定理 1. (中間値の定理.) f を閉区間 [a, b]で定義されている実数値連続関数とし,

f(a) 6= f(b)であるとする. このとき, f(a)と f(b)の間にある任意の実数 αに対し,

f(c) = αを満たすような c ∈ [a, b]が存在する.

例題 2. f : [0, 1] → Rを [0, 1]上で定義された実数値連続関数とする. すべての x ∈ [0, 1]

に対して, 0 ≤ f(x) ≤ 1であるとする. このとき, x ∈ [0, 1]に対する方程式

f(x) = x

は少なくとも一つの解を持つことを示せ.

【解答】 g : [0, 1] → Rを g(x) = f(x)− xで定義する. f(x) = xと g(x) = 0は同じ解を持
つことに注意. このとき,

g(0) = f(0) ≥ 0, g(1) = f(1)− 1 ≤ 0

である. g(0) = 0または g(1) = 0ならば, f(x) = xは解 x = 0または x = 1を持つ.

g(0), g(1) 6= 0であるとする. g(0) > 0, g(1) < 0である. 中間値の定理から, g(c) = 0とな
る c ∈ (0, 1)が存在する. x = cが f(x) = xの解になる. □

問題 3. x ∈ Rに対する方程式

f(x) := x3 + a2x
2 + a1x+ a0 = 0 (a0, a1, a2 ∈ R)

は少なくとも一つの解を持つことを示せ.

定理 2. (最大・最小値の存在定理.) a, b ∈ Rとし, f を閉区間 [a, b]上の実数値
連続関数とする. このとき, f は [a, b]で必ず最大値, 最小値をとる. つまり, ある
c, d ∈ [a, b]が存在して, 任意の x ∈ [a, b]に対して

f(x) ≤ f(c), f(d) ≤ f(x)

となる. (f(c)が最大値, f(d)が最小値である.)

補足2. 定理2において,閉区間であることは本質的である. 例えば例題2の関数f(x) = 1/x

は開区間 (0,∞)上で連続だが, その区間内に最大・最小値を与える xは存在しない.

問題 4. 4次関数 f(x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 (a0, a1, a2, a3 ∈ R)はR = (−∞,∞)

上で最小値を持つことを示せ.
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逆関数
f : [a, b] → Rを [a, b]上の実数値関数とする.

f([a, b]) := {f(x) |x ∈ [a, b]}

を f の値域という.

定義 2. f : [a, b] → Rを実数値関数とする. 任意の y ∈ f([a, b])に対して, f(x) = y

となる xがただ一つ存在するとき, xを yの関数とみなすことができる. その関数を
x = f−1(y)と書く. f−1を f の逆関数という. f−1 ◦ f(x) = x, f ◦ f−1(y) = yを満
たす.

• 関数 f : [0, 1] → [1, 4], f(x) = 3x + 1は逆関数 f−1 : [1, 4] → [0, 1], f−1(y) = y−1
3
を

もつ.

• 関数 f : R → (0,∞), f(x) = exは逆関数 f−1 : (0,∞) → R, f−1(y) = log yをもつ.

• 関数 f : R → R, f(x) = c (cは定数)は逆関数をもたない. 実際どのような実数x1, x2

を選んでも f(x1) = f(x2) = cなので, f(x) = cとなる xはただ１つに定まらない.

問題 5. 次の関数の逆関数 f−1はあるか? f−1がある場合は f−1を求め, 逆関数が存在しな
い場合は理由を答えよ.

(1) f : [0, 1] → [1, 2], f(x) = x2 + 1 (2) f : [−1, 1] → [0, 1], f(x) = x2

• sin : [−π
2
, π
2
] → [−1, 1]は, 逆関数をもつ. この逆関数を sin−1 : [−1, 1] →

[−π
2
, π
2
]と書く. sin−1をArcsin（アークサイン）とも書く. sin−1 xは 1

sinx
で

はないので注意.

• cos : [0, π] → [−1, 1]は逆関数 cos−1 : [−1, 1] → [0, π]をもつ. cos−1をArccos

（アークコサイン）とも書く.

• tan : (−π
2
, π
2
) → (−∞,∞)は逆関数 tan−1 : (−∞,∞) → (−π

2
, π
2
)をもつ.

Arctan（アークタンジェント）とも書く.

例題 3. Arcsin
(
1
2

)
の値を求めよ.

【解答】 Arcsin
(
1
2

)
= x (−π

2
≤ x ≤ π

2
)とおくと, sin x = 1

2
である. これを満たす xは π

6
よ

り, Arcsin
(
1
2

)
= π

6
である. □

問題 6. 次の値を求めよ.

(1) Arcsin
(

1√
2

)
(2) Arctan(−1) (3) 2Arccos

(
−1

2

)
問題 7. 次を示せ.

(1) cos(Arcsinx) =
√
1− x2 (−1 ≤ x ≤ 1)

(2) Arcsinx+Arccosx = π
2
(−1 ≤ x ≤ 1)

(3) Arctan
(
1
2

)
+Arctan

(
1
3

)
= π

4

(4) Arcsin
(
3
5

)
+Arcsin

(
4
5

)
= π

2
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1変数関数の微分

定義 3. f を開区間 I上で定義されている実数値関数とし, a ∈ Iとする.

(i) 極限 lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
が有限値として存在するとき, f は点 aで微分可能であ

るという. その極限値を df

dx
(a)または f ′(a)と書き, f の点 aにおける微分係

数という.

(ii) 任意の a ∈ I に対し, f が点 aで微分可能のとき f は I 上微分可能であるとい
う. またその時, I 3 a 7→ f ′(a) ∈ Rにより定まる関数 f ′(x)を, f の導関数と
いう. f が I のすべての点で n回微分可能のとき, f を n回微分して得られる
関数を f (n)(x)とかき, f の n階導関数という.

微分可能な関数に対する基本的な性質を紹介しておこう.

定理 3. (Leibnitz(ライプニッツ)の公式) 2つの関数 f, gが aで n回微分可能であ
るとき,

積 fgも aで n回微分可能で, (fg)(n)(a) =
n∑

k=0

nCkf
(k)(a)g(n−k)(a) となる.

定理 4. (合成関数の微分) f を aで微分可能, gを b = f(a)で微分可能な関数とする
と, 合成 g ◦ f(x) = g(f(x))は aで微分可能で, (g ◦ f)′(a) = g′(b)f ′(a) が成り立つ.

定理 5.　 (逆関数の微分) 関数 f が逆関数 f−1を持つとする. また, f 点 x = aで微
分可能で f ′(a) 6= 0であるとする. このとき, f−1は点A = f(a)で微分可能で

(f−1)′(A) =
1

f ′(a)

となる. x = f−1(y)とかくと, 上の式は

dx

dy
=

1
dy
dx

とかける.

定理 6. (平均値の定理) f を [a, b]上の実数値連続関数で, (a, b)で微分可能であると
する. このとき, ある c ∈ (a, b)が存在して f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) が成り立つ.

補足 3. 平均値の定理は, 局所的な（つまり, 極限値としての）関数の情報を, 大局的な
（つまり, 離れた 2点の）情報に書き換える際に必要となる. 導関数を用いて書いた増減表
が正当化されるのは, 厳密には平均値の定理による.
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例 (初等関数の微分).

• d

dx
xn = nxn−1 • d

dx
ex = ex • d

dx
log |x| = 1

x

• d

dx
sinx = cos x • d

dx
cosx = − sinx • d

dx
tanx =

1

cos2 x

問題 8. 次のそれぞれの関数について, f (n)(0) (=n階導関数の点 x = 0での値) を求めよ.

(1) f(x) =
1

1− x
(2) f(x) = sin x (3) f(x) = cos x

問題 9. 次の関数 f(x)の n階導関数 f (n)(x)を求めよ.

(1) f(x) = xex (2) f(x) = xn−1 log x (x > 0)

問題 10.

(1) Arccosxの導関数 (Arccosx)′を求めよ.

(2) Arctanxの導関数 (Arctanx)′を求めよ.

問題 11. 次の関数の導関数を求めよ.

(1) exArcsinx (2) Arccos(x2) (3) Arctan
(

x3

1+x2

)
(4) Arccosx · Arctan(Arcsinx)

例題 4. 関数 f(x) =

{
x sin( 1

x
) (x 6= 0)

0 (x = 0)
が x = 0において微分可能かどうか判定せよ.

【解答】 f(x)−f(0)
x−0

= sin
(
1
x

)
である. もし limx→0 sin

(
1
x

)
が存在したとすると, 補足 1より 0

に収束する任意の数列 {xn}n∈Nに対して limn→∞ sin
(

1
xn

)
も存在し, それは limx→0 sin

(
1
x

)
に一致するはずである. しかし, 例えば, 0 に収束する 2 つの数列 xn = 1

2nπ
および

yn = 1
(2n+ 1

2
)π
を考えれば, sin

(
1
xn

)
= 0, sin

(
1
yn

)
= 1 が任意の nに対して成り立つの

で, limn→∞
f(xn)−f(0)

xn−0
= 0 6= 1 = limn→∞

f(yn)−f(0)
yn−0

となる. 従って, f(x)は 0において微分
可能でないことが分かる. □

問題 12. 関数 f(x) =

{
x2 sin( 1

x2 ) (x 6= 0)

0 (x = 0)
が x = 0で微分可能かどうか調べよ.
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ε-N 論法

高校では「数列 anが aに限りなく近づく」ならば lim
n→∞

an = aと学んだ. この「限りな
く近づく」という表現の曖昧さを消すために,「ε-N論法」に基づいて極限を定式化する.

定義 4. {an}n∈N を実数列とする.

(i) ある a ∈ Rが存在して次の条件が満たされるとき, 数列 {an}n∈Nは (aに)収束
するといい, lim

n→∞
an = aと表す:

任意の ε > 0に対し, あるN ∈ Nが存在して,

n > N ならば |an − a| < εとなる.

(ii) 数列 {an}n∈Nが収束しないとき, {an}n∈Nは発散するという.

特に, 任意の R > 0に対して, あるN ∈ Nが存在して, n > N となる任意の
nに対して an > Rとなるとき, 数列 {an}n∈Nは正の無限大に発散するといい,

lim
n→∞

an = +∞と表す.

定理 7. (アルキメデスの原理) 任意の 2つの実数 a, b > 0に対して，Na > bとなる
自然数N が存在する

例題 5. lim
n→∞

1

n
= 0を示せ.

【解答】 ε > 0を任意の正の実数としたとき, アルキメデスの原理から, Nε > 1となる
N ∈ N が存在する (このN は εに依存して決まる). ゆえに,

n > N ならば nε > 1, すなわち
∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < εである.

定義 4により, lim
n→∞

1

n
= 0である. □

以下の問題は, ε-N 論法を用いずに解くことは, 困難である. ε-N 論法を用いて, 以下の
問題を解いてみよう.

問題 13. 数列 anが an → 0 (n → ∞) ならば,

lim
n→∞

∑n
k=1 ak
n

= 0

であることを示せ.
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ε-δ論法
関数の極限値は, ε-N 論法と類似の「ε-δ論法」に基づいて定式化される.

定義 5. f を区間 I ⊂ Rで定義されている実数値関数a, a ∈ Rを Iの内部の点また
は端点するb. 実数Aが次の条件を満たすとき, Aを f の点 aにおける極限値と呼ぶ:

任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存在して,

x ∈ I かつ 0 < |x− a| < δならば |f(x)− A| < εとなる.

また, このとき lim
x→a

f(x) = Aと書く.

aつまり, f : I → Rとする. このことを「f は I 上の実数値関数」と言うこともある.
b例えば開区間 I = (a, b)を考えると, 点 aは I の端点であるが a /∈ I である. このように, 極限値

は点 aが定義域 I に含まれない場合にも定義される. 一般的に, 上の定義が意味を持つためには, 全
ての δ > 0に対し {x ∈ R | 0 < |x− a| < δ} ∩ I 6= ∅ である必要がある. ここで ∩は集合の共通部分,
∅は空集合である.

補足 4.

(a) 上のように極限の定義は ε-δ論法により与えられるが, 具体的な計算は高校で学んだ
ことと全く同様に行われる.

(b) 右極限値 lim
x→a+0

f(x) とは,「任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存在して, x ∈ I かつ
0 < x − a < δならば |f(x) − A| < εとなる」ようなAのことである. (左極限値は
この条件式の「0 < x− a < δ」を「−δ < x− a < 0」に変更.) 「lim

x→a
f(x) = Aであ

る」と「 lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x) = Aである」ことは互いに必要十分条件である.

(c) 「lim
x→a

f(x) = +∞である」ことは次のように定式化される: 「任意のM > 0に対
し, ある δ > 0が存在して, x ∈ I かつ 0 < |x− a| < δならば f(x) > M となる」.
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例題 6. I = (0,∞)上の実数値関数 f(x) =
1

x
は, I上で連続であることを示せ.

【解答】 a ∈ Iを任意に取る. 任意の ε > 0に対し, δ = min

{
a

2
,
εa2

2

}
と定めると,

|x− a| < δ ならば |f(x)− f(a)| = |x− a|
x a

<
εa2

2
a
2
· a

= ε

(最後の不等式において, 分母は |x− a| < δならば x > a− δ ≥ a
2
であること, また分子は

|x− a| < δ ≤ εa2

2
を用いて評価した) が成り立つので, f は点 aにおいて連続である. これ

までの議論で, a ∈ Iは任意に選ばれていたので, f は I上連続である. □

(上の解答のように, ε-δ論法では, δ > 0は与えられた ε > 0に応じて決めて良い.)

ε-δ論法を用い極限を定義することで, 定義 1から以下の問題のような関数においても
連続性が定義される.

問題 14. 関数 f : R → Rを次で定義する.

f(x) =


1 (x = 0)
1
p

(xは有理数, x = q/p, pと qは互いに素な整数, p > 0)

0 (xは無理数)

このとき, aが有理数のとき f は点 x = aで不連続, aが無理数のとき f は点 x = aで連続
となることを示せ. ただし, 必要であれば, [0, 1]内で有理数が稠密 (ちゅうみつ)であるこ
とを用いてよい. （無理数も稠密である.）

補足 5. 「[0, 1]内で有理数が稠密である.」とは [0, 1]内の任意の点 aに対し, 点 aの任意
の近傍が有理数を少なくとも一つ含むことを言う. （無理数の稠密性に関しても同様.）
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