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Outline



Outline

発表の流れ

目標

SL2(Fq)の標数 0の体K 上の既約指標を分類し計算する．

1 G = SL2(Fq)の共役類.

2 Harish-Chandra 誘導.

3 既約指標を計算.

[Reference] Representations of SL2(Fq),Cédric Bonnafé,Springer,2011
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山口　航平 SL2(Fq) の表現論 3 月 8 日 木曜日 2 / 12



Outline

発表の流れ

目標

SL2(Fq)の標数 0の体K 上の既約指標を分類し計算する．

1 G = SL2(Fq)の共役類.

2 Harish-Chandra 誘導.

3 既約指標を計算.

[Reference] Representations of SL2(Fq),Cédric Bonnafé,Springer,2011
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Notation



Notation

Notation

• q := pn(pは奇素数)，Fq:位数 qの体.

• G = SL2(Fq).

• B =
{
( a x
0 a−1 )

∣∣a ∈ F×
q , x ∈ Fq

}
,(ボレル部分群)

• T =
{
d(a) = ( a 0

0 a−1 ) ∈ G
∣∣a ∈ F×

q

}
,(分裂トーラス)

• U = {uuu(x) = ( 1 x
0 1 ) ∈ G |x ∈ Fq},(冪単群)

• µn := {x ∈ F×
p |xn = 1}

• d ′ : µq+1 ↪→ F×
q2 ↪→ AutFq(Fq2)

∼−→ GL2(Fq)

T
′
:= d ′(µq+1) ⊂ SL2(Fq) (非分裂トーラス)
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Conjugacy Classes of G

SL2(Fq)の共役類

G の共役類

1 ±I2 (単位行列)

2 ±uuu(1),±uuu(z0) (冪単)

3 d(a), a ∈ [µq−1\{±1}/ ≡] (分裂トーラス)

4 d ′(ξ), ξ ∈ [µq+1\{±1}/ ≡] (非分裂トーラス)

(注) z0は F×
q における非平方数．

‘ ≡ ‘は同値関係 x ≡ y
def⇐⇒ y ∈ {x , x−1}とする．
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Harish-Chandar induction

Harish-Chandra誘導の定義

• KG ,KT はそれぞれ G ,T のK 上の群環．

• KG −mod,KT −modはそれぞれKG ,KT 加群の圏．

• K [G/U]は左 G 右 T 加群．

• K [G/U]∗ = K [U\G ]は左 T 右 G 加群．

Harish-Chandra誘導,制限の定義

RK : KT −mod −→ KG −mod, (V 7−→ K [G/U]⊗KT V )
∗RK : KG −mod −→ KT −mod, (W 7−→ K [U\G ]⊗KG W )
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Mackey Fomula

Mackey公式

• K0(KG ),K0(KT )は Grothendiek群．(指標群と同一視できる)

• Irr(T ), Irr(G )はそれぞれ T ,G の既約指標全体の集合．

指標群のHarish-Chandra誘導,制限

R : K0(KT ) −→ K0(KG ) ([V ]T 7−→ [K [G/U]⊗KT V ]G )
∗R : K0(KG ) −→ K0(KT ) ([W ]G 7−→ [K [U\G ]⊗KG W ]T )

Mackey公式

α ∈ Irr(T ) ⊂ K0(KT )とする。このとき ∗R (R(α)) = α+ α−1が成
り立つ.
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Irreducible Representation



Irreducible Representation

Harish-Chandra誘導から得られるGの既約指標

α ∈ Irr(T )を固定する．

• α2 ̸= 1とする．⟨R(α),R(α)⟩G = 1であるからR(α) ∈ Irr(G ).

• α = α0,(位数 2の指標)とする.⟨R(α),R(α)⟩G = 2とな
り,R(α0) = R+(α0) + R−(α0) (R±(α0) ∈ Irr(G )).

• α = 1T とする．⟨R(1T ),R(1T )⟩G = 2となりR(1T )が 1G を含
んでいることからR(1T ) = 1G + StG , (StG ∈ Irr G ) .

StG を Steinberg指標という．

山口　航平 SL2(Fq) の表現論 3 月 8 日 木曜日 7 / 12



Irreducible Representation

Harish-Chandra誘導から得られるGの既約指標

α ∈ Irr(T )を固定する．

• α2 ̸= 1とする．⟨R(α),R(α)⟩G = 1であるからR(α) ∈ Irr(G ).

• α = α0,(位数 2の指標)とする.⟨R(α),R(α)⟩G = 2とな
り,R(α0) = R+(α0) + R−(α0) (R±(α0) ∈ Irr(G )).

• α = 1T とする．⟨R(1T ),R(1T )⟩G = 2となりR(1T )が 1G を含
んでいることからR(1T ) = 1G + StG , (StG ∈ Irr G ) .

StG を Steinberg指標という．

山口　航平 SL2(Fq) の表現論 3 月 8 日 木曜日 7 / 12



Irreducible Representation

Harish-Chandra誘導から得られるGの既約指標

α ∈ Irr(T )を固定する．

• α2 ̸= 1とする．⟨R(α),R(α)⟩G = 1であるからR(α) ∈ Irr(G ).

• α = α0,(位数 2の指標)とする.⟨R(α),R(α)⟩G = 2とな
り,R(α0) = R+(α0) + R−(α0) (R±(α0) ∈ Irr(G )).

• α = 1T とする．⟨R(1T ),R(1T )⟩G = 2となりR(1T )が 1G を含
んでいることからR(1T ) = 1G + StG , (StG ∈ Irr G ) .

StG を Steinberg指標という．

山口　航平 SL2(Fq) の表現論 3 月 8 日 木曜日 7 / 12



Irreducible Representation

Harish-Chandra誘導から得られるGの既約指標

α ∈ Irr(T )を固定する．

• α2 ̸= 1とする．⟨R(α),R(α)⟩G = 1であるからR(α) ∈ Irr(G ).

• α = α0,(位数 2の指標)とする.⟨R(α),R(α)⟩G = 2とな
り,R(α0) = R+(α0) + R−(α0) (R±(α0) ∈ Irr(G )).

• α = 1T とする．⟨R(1T ),R(1T )⟩G = 2となりR(1T )が 1G を含
んでいることからR(1T ) = 1G + StG , (StG ∈ Irr G ) .

StG を Steinberg指標という．

山口　航平 SL2(Fq) の表現論 3 月 8 日 木曜日 7 / 12



Calculation of Character



Calculation of Character Character Formula

指標公式

Harish-Chandra誘導の指標公式

α ∈ K0(KT )をとる。このとき g ∈ G に対して
R(α)(g) = 1

|T |
∑
t∈T

Tr ((g , t),K [G/U])α(t−1)が成り立つ。

(注)Tr((g , t),K [G/U]) = # {xU ∈ G/U |gxtU = xU}

R(α), α2 ̸= 1の値は指標公式により簡単に計算できる．
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Calculation of Character Case StG (g)

StG (g)の計算

• 指標公式よりR(1T )(g) =
1
|T |

∑
t∈T

TrK [G/U](g , t)

• R(1T )(g)はK [P1(Fq)]に g を作用させたときの固定点の数で
ある.

• 共役類ごとに g · v = λ · v であるような [v ] ∈ P1(Fq)を数える.

• StG (g) = R(1T )(g)− 1である.
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Calculation of Character



Calculation of Character Case R±(α0)(g)

R±(α0)(g)の計算

R±(α0)(g)の性質

g が対角化可能ならばR±(α0)(g) =
1
2
R(α0)(g)

R±(α0)の Uへの制限

uuu(x) ∈ Uをとる．このとき
R±(α0)(uuu(x)) = 1 + Υ+(uuu(x)) + Υ−(uuu(x))である．ただし

• Υ+ : U −→ K ,uuu(x) 7−→
∑

c:square χ+(cx)

• Υ− : U −→ K ,uuu(x) 7−→
∑

c:nonsquare χ+(cx)

• χ+は Fqの加法指標 (χ+(a + b) = χ+(a)χ+(b))
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Calculation of Character Υ±(u+) の計算

Υ±(u±)の計算

命題 (ガウス和の２乗)

γ :=
∑

z∈F×
q

α0(z)χ+(z)とおくと γ2 = α0(−1)q

(注) 以後 γ =
√
α0(−1)qとかく．

系 (Υ+(u±),Υ−(u±)の値)

Υ+(u±) =
−1±

√
α0(−1)q

2
,Υ−(u±) = −1±

√
α0(−1)q

2
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Character Table

SL2(Fq)の指標表

Table 1: G = SL2(Fq)の指標表

g ±I2 d(a) d ′(ξ) ±uτ
a ∈ F×

q \{±1} ξ ∈ µq+1\{±1} τ ∈ {±}
1G 1 1 1 1

R(α), α2 ̸= 1 (q + 1)α(±1) α(a) + α(a−1) 0 α(±1)

StG q 1 −1 0

Rσ(α0), σ ∈ {±} (q+1)α0(±1)
2

α0(a) 0 α0(±1)
1+στ

√
qα0(−1)

2

R′(θ), θ2 ̸= 1 (q − 1)θ(±1) 0 −θ(ξ)− θ(ξ)−1 −θ(±1)

R′
σ(θ0), σ ∈ {±} (q−1)θ0(±1)

2
0 −θ0(ξ) θ0(±1)

−1+στ
√

qα0(−1)

2

R
′
(θ),R

′
±(θ0)はDeligne–Lusztig誘導から得られる既約指標．
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