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概要

𝐾 理論やスペクトル流に興味があるとき，有界作用素の空間の位相はノルム位相の一択だが，非有界作用素

の空間の位相にはいくつかの可能性がある．このノートの目的は，特に非有界自己共役 Fredholm作用素の
空間の位相について，𝐾 理論とスペクトル流の観点からまとめることにある．
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1 記号

𝐻 を無限次元可分複素 Hilbert空間とする．

まずは有界作用素を考える．B を 𝐻 上の有界作用素の空間とする．BF を有界 Fredholm作用素の空間とし

て，Bsa を有界自己共役作用素の空間とする．さらに，BF sa を有界自己共役 Fredholm作用素の空間とする．
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また，U をユニタリ作用素の空間とする．作用素ノルムを ∥·∥op とする．以後，有界作用素たちのなす空間に
はノルム位相を与える．

次に非有界作用素を考える．C を 𝐻 上の稠密に定義された閉作用素の空間とする．CF を稠密に定義された
閉 Fredholm作用素の空間として，Csa を非有界自己共役作用素の空間とする．さらに，CF sa を非有界自己

共役 Fredholm作用素の空間とする．非有界作用素たちのなす空間の位相には最適のものがあるわけではなく，

目的により使い分けねばならない．これからその使い分けを説明する．

B C

BF Bsa CF Csa

BF sa CF sa

2 Atiyah-Janichと Atiyah-Singerの古典的結果

■Atiyah-Janichの定理 有界 Fredholm作用素の空間 BF にはノルム位相が与えられていた．このとき，BF
は 𝐾0 函手の分類空間であって，ホモトピー同値 Ω2BF ≃ BF が成り立つ．また，指数

index: 𝜋0 (BF ) → Z

が具体的な同型写像を与える．証明は，例えば，Atiyahの教科書 [1]の Appendixを見よ．

■Atiyah-Singerの定理 有界自己共役 Fredholm作用素の空間 Bsa にもノルム位相が与えられていた．有界

Fredholm作用素が essentially positive/negativeというのは，コンパクト作用素を法とした Calkin環の中で

positive/negativeということだった．BF sa の部分空間 BF sa
± を

𝐴 ∈ BF sa
+ ⇐⇒ 𝐴 is essentially positive.

𝐴 ∈ BF sa
− ⇐⇒ 𝐴 is essentially negative.

と定め，BF sa
∗ := BF sa \

(
BF sa

+ ⊔ BF sa
−
)
とすれば，この定義より，

BF sa = BF sa
+ ⊔ BF sa

∗ ⊔ BF sa
−

であって，BF sa
± は可縮である．このとき，さらに，BF sa

∗ は 𝐾1 函手の分類空間であって，

BF sa
∗ → ΩBF , 𝐴 ↦→

(
[0, 1] ∋ 𝑡 ↦→ (cos 𝜋𝑡 + 𝐴 sin 𝜋𝑡) ∈ BF

)
はホモトピー同値写像である．また，スペクトル流

sf : 𝜋1 (BF sa
∗ , id𝐻 ) → Z

が具体的な同型写像を与える．証明は Atiyah-Singer [2]の Theorem Bを見よ．また，スペクトル流の定義に

ついては，APS III [3]の pp.93–94と Phillips [11]の Proposition 2を見よ．APSの定義は直観的でわかりや

すく，Phillipsの定義は堅牢である．
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注意 2.1. これらの結果は，次のような視点からは直観的には明らかである．有界自己共役 Fredholm作用素

を，スペクトル分解によって，実数上の射影値測度と同一視する．すなわち，直観的には，実軸上の重み付き

点の集合である．Fredholm性は，原点が孤立していて，その重みが有限であることと言い換えられる．このと

き，有界自己共役 Fredholm作用素の道を考えるとは，それらの点の移動を考えることに他ならない．ここで

注意すべきは，Fredholm性の帰結として，原点を通過することが許される点は各瞬間には有限個のみという

ことである．さて，essentially positiveや essentially negativeとは，高々有限個を除いた全ての点が原点の右

側か左側にあることであって，これらが可縮なのは明らかであろう．また，BF sa
∗ に属するとは，原点の右側

にも左側にも無限個の点があるということであって，スペクトル流とは原点を通過する点の数え上げである．

3 非有界自己共役 Fredholm作用素の空間の位相

我々が真に興味があるのは偏微分作用素なので，非有界作用素を扱わねばならない．特に，非有界自己共役

Fredholm作用素の空間の位相を考えたい．しかし，当たり前のことだが，非有界作用素を扱うが故に，作用

素ノルムは無限になることもあるので，ノルム位相は使えない．その代わりとなるべき位相がいくつかある．

3.1 Riesz位相とギャップ位相

まず思い付く方法は，Riesz変換
𝜌 : R→ [−1, 1], 𝑡 ↦→ 𝑡

√
1 + 𝑡2

と Cayley変換

𝜅 : R→ U(1), 𝑡 ↦→ 𝑡 − 𝑖
𝑡 + 𝑖

を使うことであろう．Borel functional calculusにより，𝜌 : Csa → Bsa と 𝜅 : Csa → U が誘導される．

𝑡

𝜌(𝑡)

■Riesz位相 Riesz変換 𝜌 : Csa → Bsa は単射である．そこで，𝜌 が等長埋め込みになるような距離を考え

よう．

定義 3.1. 非有界自己共役 Fredholm作用素の空間 Csa の Riesz距離 𝑑riesz を，任意の 𝑇1, 𝑇2 ∈ Csa に対して

𝑑riesz (𝑇1, 𝑇2) := ∥𝜌(𝑇1) − 𝜌(𝑇2)∥op

と定める．Riesz距離の誘導する Csa の位相を Riesz位相と呼ぶ．

注意 3.2. Riesz位相の別の特徴付けについては，Nicolaescu [10]の Proposition 1.4を見よ．
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Riesz変換の像は，
𝜌(Csa) =

{
𝑇 ∈ Bsa | ∥𝑇 ∥op ≤ 1 ∧Ker(𝑇 ± id𝐻 ) = {0}

}
と与えられる．像への全射性の証明には，𝜌 の逆変換で自己共役作用素が得られることを示す必要があり，そ

れは函数解析の標準的議論でできるが，詳しくは (Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]の Proposition 1.5を見

よ．像 𝜌(Csa) は Bsa の単位閉球の中で開でも閉でもない．また，Riesz変換は Fredholm性を保つので，

𝜌(CF sa) :=
{
𝑇 ∈ BF sa | ∥𝑇 ∥op ≤ 1 ∧Ker(𝑇 ± id𝐻 ) = {0}

}
を得る．

命題 3.3. 包含写像 id : (Bsa, ∥·∥op) → (Csa, 𝑑riesz) は連続である．

証明は，例えば，Nicolaescu [10]の Corollary 1.5を見よ．

注意 3.4. 非有界自己共役作用素の空間 Csa の Riesz位相を有界自己共役作用素の空間 Bsa に制限したものは

ノルム位相と同じだが，Riesz距離の制限が定める一様構造は作用素ノルムの定める一様構造とは異なる．例

えば，Bsa は作用素ノルムの定める一様構造では完備だが，Riesz距離の定める一様構造では Csa の中で稠密

になる．Lesch [9]の Proposition 4.1を見よ．

Riesz位相を使えば，有界作用素のときの議論をそのまま移植することができる．閉多様体上の楕円型作用素

の低階の摂動による族を扱うときには Riesz位相を考えれば充分なことが多いだろう．

命題 3.5. (BF sa)∗ と (CF sa)∗ でそれぞれの可逆元の全体を表す．このとき，包含写像(
BF sa, (BF sa)∗

)
↩→

(
(CF sa, (CF sa)∗), 𝑑riesz

)
はホモトピー同値である．よって，非有界自己共役 Fredholm作用素の空間 CF sa は Riesz位相の下で 𝐾1

函手の分類空間である．

証明は Lesch [9]の Theorem 5.10と Corollary 5.12を見よ．

しかし，Riesz位相の最大の難点は，境界付き多様体や開多様体上の楕円型作用素の族が具体的に与えられた

とき，それらの Riesz位相での連続性を示すのがしばしば困難だということにある．

注意 3.6. Floer ホモロジーの文脈での Riesz 連続性の実践的な判定法については，Nicolaescu [10] の

Proposition 1.7と Proposition 2.1を見よ．

■ギャップ位相 Cayley 変換 𝜅 : Csa → Bsa も単射である．そこで，𝜅 が等長埋め込みになるような距離

を考えよう．非有界 Fredholm 作用素の空間 CF に対してギャップ位相の性質を初めて詳しく調べたのは
Cordes-Labrousse [6]らしいが，私は未見である．

定義 3.7. 非有界自己共役 Fredholm 作用素の空間 Csa の Cayley 距離 𝑑riesz を，任意の 𝑇1, 𝑇2 ∈ Csa に

対して

𝑑cayley (𝑇1, 𝑇2) := ∥𝜅(𝑇1) − 𝜅(𝑇2)∥op

と定める．Cayley距離の誘導する Csa の位相をギャップ位相と呼ぶ．
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Cayley距離には，いくつかの変種がある．𝑇1, 𝑇2 ∈ Csa とする．

• まず

𝜅(𝑇1) − 𝜅(𝑇2) =
𝑇1 − 𝑖
𝑇1 + 𝑖

− 𝑇2 − 𝑖
𝑇2 + 𝑖

=

(
1 − 2𝑖

𝑇1 + 𝑖

)
−
(
1 − 2𝑖

𝑇2 + 𝑖

)
= −2𝑖

(
1

𝑇1 + 𝑖
− 1

𝑇2 + 𝑖

)
に注意すれば，

𝑑cayley (𝑇1, 𝑇2) = 2

 1

𝑇1 + 𝑖
− 1

𝑇2 + 𝑖


op

がわかる．右辺で定まる距離は Cayley距離と同じ一様構造を誘導する．

• さらに，1/(𝑇 + 𝑖) の代わりに 1/(𝑇 − 𝑖) などを使って距離を定めても Cayley距離と同じ一様構造を誘

導する．要するに，Cayley距離はレゾルバントの作用素ノルムを考えることと同じである．

• 同じ事の言い換えだが，𝑇 ↦→ (𝑇 ± 𝑖)−1 が連続になる最弱の位相がギャップ位相である．

• また，𝑇1 と 𝑇2 のグラフへの 𝐻 × 𝐻 の中での直交射影を 𝜋1 と 𝜋2 としたとき，

𝑑gap (𝑇1, 𝑇2) := ∥𝜋1 − 𝜋2∥op

と定めれば，𝑑cayley と 𝑑gap は同じ一様構造を誘導する．証明は (Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]の

Proposition 1.1 (b)を見よ．ちなみに，∥𝜋1 − 𝜋2∥op は 𝑇1 と 𝑇2 のグラフの「ギャップ」を表している．

加藤敏夫先生の摂動論の教科書 [8]の第 IV章第 2節や第 IV章第 6節の Theorem 2.23を参照のこと．

Cayley変換の像は，
𝜅(Csa) =

{
𝑈 ∈ U | Ker(𝑈 − id𝐻 ) = {0}

}
と与えられる．像への全射性の証明には，𝜅の逆変換で自己共役作用素が得られることを示す必要があり，それ

は函数解析の標準的議論でできるが，詳しくは (Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]の Proposition 1.2を見よ．

注意 3.8. ここで無限次元ユニタリ群についてまとめておく．Kuiperの定理よりU は可縮であり，Bott周期

性より U(∞) := limU(𝑛) は 𝐾1 函手の分類空間である．さて，

Uinj :=
{
𝑈 ∈ U | Ker(𝑈 − id𝐻 ) = {0}

}
UK :=

{
𝑈 ∈ U | (𝑈 − id𝐻 ) is compact.

}
FU :=

{
𝑈 ∈ U | −1 ∉ specess (𝑈)

}
FUinj := (FU) ∩ (Uinj)

とする．このとき，U(∞) ↩→ UK ↩→ FUはホモトピー同値である．また，𝜅(Csa) = Uinjかつ 𝜅(CF sa) = FUinj

である．FUinj ↩→ FU は稠密だが，変位レトラクトではない．(Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [4]の 179ペ

ージと (Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]の Example 2.14を見よ．ただし，FUinj ↩→ FU がホモトピー同
値であることは Joachim [7]で示された（ようだ）．

命題 3.9. 包含写像 id : (Bsa, ∥·∥op) → (Csa, 𝑑cayley) は連続である．

証明は，例えば，Nicolaescu [10]の Corollary 1.5を見よ．
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注意 3.10. 非有界自己共役作用素の空間 Csa のギャップ位相を有界自己共役作用素の空間 Bsa に制限したも

のはノルム位相と同じだが，Cayley距離の制限が定める一様構造は作用素ノルムの定める一様構造とは異な

る．例えば，Bsa は作用素ノルムの定める一様構造では完備だが，Cayley距離の定める一様構造では Csa の

中で稠密になる．(Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5] の Proposition 1.6 と Lesch [9] の Proposition 4.1 を

見よ．

具体的に与えられた楕円型作用素の族について，それらのギャップ位相での連続性を示すことは Riesz位相の

ときよりも容易なことは多い．しかし，一般論を確立するときにやや面倒くさくなる．

■Fugledeの有名な例 Riesz位相がギャップ位相よりも真に強いことを示す例がある．

例 3.11. Hilbert空間 𝐻 の正規直交基底を {𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, . . . } とする．𝐷 (𝑇) := {∑ 𝑎𝑘𝑒𝑘 | ∑ 𝑘2 |𝑎𝑘 |2 < ∞} と
して，掛け算作用素 𝑇 を，

𝑇 : 𝐷 (𝑇) → 𝐻,
∞∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑒𝑘 ↦→
∞∑
𝑘=0

𝑘𝑎𝑘𝑒𝑘

と定めれば，𝑇 は自己共役である．また，各 𝑛 = 0, 1, 2, . . . に対して，射影 𝑃𝑛 を，

𝑃𝑛 : 𝐻 → 𝐻, 𝑒𝑘 ↦→
{
𝑘𝑒𝑘 if 𝑘 = 𝑛

0 otherwise

と定めれば，𝑃𝑛 は有界かつ自己共役である．このとき，自己共役作用素の列 {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, . . . }を，

𝑇𝑛 := 𝑇 − 2𝑃𝑛 : 𝐷 (𝑇) → 𝐻

spec(𝑇𝑛)−𝑛 0 𝑛

と定める．このとき，次がわかる．

• ギャップ位相について，𝑇𝑛 は 𝑇 に収束している：

𝑑cayley (𝑇𝑛, 𝑇) = 2

 1

𝑇𝑛 + 𝑖
− 1

𝑇 + 𝑖


op

= 2

���� 1

−𝑛 + 𝑖 −
1

𝑛 + 𝑖

���� = 4𝑛

𝑛2 + 1
−→ 0

• しかし，Riesz位相については，𝑇𝑛 は 𝑇 に収束しない：

𝑑riesz (𝑇𝑛, 𝑇) =
����� −𝑛√

1 + (−𝑛)2
− 𝑛
√
1 + 𝑛2

����� = 2𝑛
√
1 + 𝑛2

−→ 2

すなわち，無限遠に逃げていく点 −𝑛と 𝑛は，Cayley変換では 1 ∈ U(1) に吸収されるが，Riesz変換では両
端 ±1に引き裂かれてしまう．

例えば (Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]の Example 2.14と Nicolaescu [10]の Remark 1.6も見よ．
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次の命題はほぼ明らかであろう．

命題 3.12. 恒等写像 id : (Csa, 𝑑riesz) → (Csa, 𝑑cayley) は連続である．

証明は，例えば，任意の 𝑡 ∈ Rに対して

1

𝑡 + 𝑖 =
1

√
1 + 𝑡2

𝑡
√
1 + 𝑡2

+ 𝑖
(

𝑡
√
1 + 𝑡2

)2
− 𝑖

が成り立つことを使えばよい．Nicolaescu [10]の Lemma 1.2と Lesch [9]の Proposition 2.2を見よ．

3.2 Leschの位相

楕円型作用素の低階の摂動のように，定義域が共通の非有界作用素の族を扱うときには，Lesch 距離もある．

明示的には，Lesch [9]の Definition 2.1で導入されたと思われる（が，文献を精査したわけではない）．

𝑇 ∈ Csa を非有界自己共役作用素として，𝑊 := 𝐷 (𝑇) をその定義域とする．𝑊 の 𝑇 によるグラフ内積 (·, ·)𝑇
は，任意の 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 に対して

(𝑢, 𝑣)𝑇 := (𝑢, 𝑣)𝐻 + (𝐷𝑢, 𝐷𝑣)𝐻

と定義された．このとき，𝑊 はグラフ内積によって Hilbert空間であり，𝐻 に連続に埋め込まれる．

定義 3.13. 𝑇 と共通の定義域を持つ非有界自己共役作用素の空間を

Csa (𝑇,𝑊) := {𝑆 ∈ Csa | 𝐷 (𝑆) = 𝑊}

とする．このとき，Csa (𝑇,𝑊) の距離 𝑑lesch を，任意の 𝑆1, 𝑆2 ∈ Csa (𝑇,𝑊) に対して

𝑑lesch(𝑆1, 𝑆2) := ∥𝑆1 − 𝑆2∥𝑊→𝐻 =

 𝑆1 − 𝑆2√
1 + 𝑇2


𝐻→𝐻

と定める．

任意の有界自己共役作用素 𝐴 ∈ Bsa に対して，𝑇 + 𝐴 ∈ Csa (𝑇,𝑊) である．次の命題もほぼ明らかであろう．

命題 3.14. 自然な包含写像の列

(Bsa, ∥·∥op) ↩→ (Csa (𝑇,𝑊), 𝑑lesch)
𝛽
↩→ (Csa, 𝑑riesz) ↩→ (Csa, 𝑑gap)

は全て連続である．

𝛽の連続性のみやや非自明であるが，その証明は Lesch [9]の Proposition 2.2の証明の (3)を見よ．

3.3 Wahlの位相

Wahlは，レゾルバントに注目して，ギャップ位相よりも弱い位相を導入した．詳しくはWahl [12]を見よ．
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4 特にギャップ位相について

■CF sa の連結性 有界作用素のときの Atiyah-Singerの結果との対比をなしているのが次の結果である．

命題 4.1. 非有界自己共役 Fredholm作用素の空間はギャップ位相の下で連結である．

証明は (Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]の Theorem 1.10 (a)を見よ．

注意 4.2. この結果も直観的には明らかである．Cayley変換による CF sa の像は，

𝜅(CF sa) =
{
𝑈 ∈ U | −1 ≠ specess (𝑈) ∧Ker(𝑈 − id𝐻 ) = {0}

}
と与えられる．すなわち，スペクトル分解によってユニタリ作用素と U(1)上の重み付き点の集合を同一視する
とき，𝜅(CF sa) の元は，−1 ∈ U(1) が孤立していて重みが有限であり，1 ∈ U(1) は集積点になっている．この
とき，𝜅(CF sa) の任意の元は 𝑖とつなぐことができる．そのためには，U(1) の下半分にある点の個数が有限か
無限かによって左の −1か右の +1を通って 𝑖まで点を移動させればよい．(Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]

の 234ページの図を見よ．

■𝐾1 函手の分類空間 ギャップ位相でも Atiyah-Singerの結果と同様のことが成り立つ．

命題 4.3. 非有界自己共役 Fredholm作用素の空間はギャップ位相の下で 𝐾1 函手の分類空間である．

証明は Joachim [7]の Theorem 3.5 (ii)を見よ．これは (Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5]の 238ページで

は予想として述べられていたが，Joachim [7]が解決した．

■スペクトル流 非有界自己共役 Fredholm作用素の空間 CF sa にギャップ位相を与えたときのスペクトル流

の定義については，(Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [5] の Definition 2.2 と Definition 2.12 と Proposition

2.17を見よ．また，要点の整理として，(Booss-Bavnbek)-Lesch-Phillips [4]も見よ．
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