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1 境界の向きと Stokesの定理
境界の向きと Stokesの定理について整理しておく．以下，向き付けと体積形式を同一視する．

1.1 Euclid空間の場合

n次元 Euclid空間 Rn の標準座標を .x1; : : : ; xn/とする．Rn の標準的な向きは

dx1
^ � � � ^ dxn

で与えられる．左半平面 X WD .�1; 0� � Rn�1 に対して，その境界 @X D ¹0º � Rn�1 の Stokes向き
付けを

dx2
^ � � � ^ dxn

と定める．このとき，� WD @=@x1 は外向き法ベクトル場であり，包含写像 i W ¹0º � Rn�1 ! Rn に対
して，

dx2
^ � � � ^ dxn

D i�
�
��.dx1

^ � � � ^ dxn/
�

が成り立つことに注意せよ．
また，f 2 C 1

0 .X/に対して，˛ WD fdx2 ^ � � � ^ dxn とするとき，

d˛ D
@f

@x1
dx1

^ dx2
^ � � � ^ dxn

i�
�
��.˛/

�
D f .0; x2; : : : ; xn/dx2

^ � � � ^ dxn
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であり， Z
X

d˛ D

Z
X

@f

@x1
dx1

^ dx2
^ � � � ^ dxn

D

Z
.�1;0��Rn�1

@f

@x1
dx1dx2 : : : dxn

D

Z
Rn

�Z 0

�1

@f

@x1
dx1

�
dx2 : : : dxn

D

Z
Rn

f .0; x2; : : : ; xn/ dx2 : : : dxn

D

Z
@X

f .0; x2; : : : ; xn/ dx2
^ � � � ^ dxn

D

Z
@X

i�
�
��.˛/

�
が成り立つ．

1.2 多様体の場合

X を n次元境界付き有向多様体とする．i W @X ! X を境界からの埋込写像として，� を外向き法
ベクトルとする．X の体積形式が vol.X;g/ であるとき，境界 @X の体積形式 vol@X;i�g を

vol@X;i�g WD i�
�
��

�
vol.X;g/

��
により定め，Stokes向き付けと呼ぶ．[1, Proposition 15.24, p.386]を見よ．

例 1.1. ¹x D .x1; : : : ; xn/ 2 Rn j xn > 0º � Rn�1 � ¹0ºに対して，外向き法ベクトルは �@=@xn で
あり，境界 Rn�1 � ¹0ºの Stokes向き付けは

�
� @

@xn

�
dx1

^ � � � ^ dxn
�

D .�1/.�1/n�1dx1
^ � � � ^ dxn�1

D .�1/ndx1
^ � � � ^ dxn�1

となる．

定理 1.2 (Stokesの定理). X を n次元境界付き有向多様体として，i W @X ! X を境界からの埋込写像
とする．このとき，任意の ! 2 �n�1

c .X/に対して，Z
X

d! D

Z
@X

i�.!/

が成り立つ．

2 部分積分
2.1 Riemann多様体の体積形式

.X; g/ を n 次元境界付き有向 Riemann 多様体として，vol.X;g/ D
p

det gij dx1 ^ � � � ^ dxn を
Riemann体積形式とする．i W @X ! X を境界からの埋込写像として，� を外向き単位法ベクトルと
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する．@X には，Stokes向き付けと誘導計量 i�g を入れる．このとき，.@X; i�g/の Riemann体積形
式 vol.@X;i�g/ は

vol.@X;i�g/ D i�
�
��

�
vol.X;g/

��
をみたす．[1, Corollary 15.34, p.391]を見よ．

2.2 Riemann多様体の Hodge作用素

.X; g/を n次元境界付き有向 Riemann多様体として，�g D
p

det gij dx1 ^ � � � ^ dxn を Riemann
体積形式とする．i W @X ! X を境界からの埋込写像として，� を外向き単位法ベクトルとする．@X

には，Stokes向き付けと誘導計量 i�g を入れる．このとき，任意の ˛; ˇ 2 �p.X/に対して，

i�
�
˛ ^ �gˇ

�
D i�.˛/ ^ �i�g

�
��.ˇ/

�
が成り立つ．

2.3 部分積分の公式

2.3.1 基本形
定理 2.1. .X; g/を n次元境界付き有向 Riemann多様体とする．i W @X ! X を境界からの埋込写像
として，� を外向き法ベクトルとする．任意の ˛ 2 �p�1.X/と ˇ 2 �p.X/に対して，Z

X

.d˛; ˇ/g d� D

Z
X

.˛; d �ˇ/g d� C

Z
@X

.˛; ��.ˇ//i�g d� (1)

が成り立つ．

証明. 積の微分公式
d.˛ ^ �gˇ/ D d˛ ^ �gˇ C .�1/p˛ ^ d.�gˇ/

と Stokesの定理より従う．また，i�
�
˛ ^ �gˇ

�
D i�.˛/ ^ �i�g

�
��.ˇ/

�
にも注意せよ．

2.3.2 Greenの公式
定理 2.2. .X; g/を n次元境界付き有向 Riemann多様体として，� を @X の外向き法ベクトルとする．
任意の u; v 2 C 1.X/に対して，Z

X

u�v d� D

Z
X

.ru; rv/ d� �

Z
@X

u
@v

@�
d�

が成り立つ．

証明. 部分積分の公式の基本形 (1)において，˛ D uかつ ˇ D dv とせよ．
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系 2.3. .X; g/ を n 次元境界付き有向 Riemann 多様体として，� を @X の外向き法ベクトルとする．
任意の u; v 2 C 1.X/に対して， Z

X

�u d� D �

Z
@X

@u

@�
d�

が成り立つ．

注意 2.4 (符号の確認). X D D2 � R2 として，標準的な計量と向きを与える．@X D S1 の Stokes向
き付けは左回りであり，@=@r が外向き単位法ベクトルである．u.x; y/ D x2 C y2 D r2 とする．こ
のとき，

�u D �

�
@2

@x2
C

@2

@y2

�
u D �4

@u

@�
D

@u

@r
D 2r

なので， Z
X

�u d� D .�4/ � � D �4�

�

Z
@X

@u

@�
d� D �.2 � 2�/ D �4�

となる．

定理 2.5 (Greenの公式). .X; g/を n次元境界付き有向 Riemann多様体として，� を @X の外向き法
ベクトルとする．任意の u; v 2 C 1.X/に対して，Z

X

�
u.�v/ � .�u/v

�
d� D �

Z
@X

�
u

@v

@�
�

@u

@�
v

�
d�

が成り立つ．

2.4 接続の場合

.X; g/を n次元境界付き有向 Riemann多様体として，� を @X の外向き法ベクトルとする．.E; h/

を X 上の Hermiteベクトル束とする．Aを E 上の計量接続とする．このとき，任意の � 2 �.E/に
対して， �

�; r
�
ArA�

�
D jrA�j

2
C

1

2
�j�j

2

が成り立つ．

注意 2.6. それぞれの項の符号に混乱したらラプラシアンのスペクラムが正であることを思い出す．
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注意 2.7 (符号の確認). 全て自明な一次元のとき，� D x2 として，�
�; r

�
ArA�

�
D

�
x2; �2

�
D �2x2

jrA�j
2

C
1

2
�j�j

2
D j2xj

2
C

1

2
.�12x2/ D �2x2

となる．

定理 2.8. .X; g/ を n 次元境界付き有向 Riemann 多様体として，� を @X の外向き法ベクトルとす
る．.E; h/ を X 上の Hermite ベクトル束とする．A を E 上の計量接続とする．このとき，任意の
� 2 �.E/に対して， Z

X

.�; r
�
ArA�/ d� D

Z
X

jrA�j
2 d� �

1

2

Z
@X

@j�j2

@�
d�

が成り立つ．

2.4.1 Gaussの発散定理
.X; g/を n次元境界付き有向 Riemann多様体として，volX;g を Riemann体積形式とする．発散作

用素 div W X.X/ ! C 1.X/を
div.V / WD �gd

�
�V

�
vol.X;g/

��
により定める．Cartanの公式 LV D �V ı d C d ı �V により，

div.V / D �gd
�
�V

�
vol.X;g/

��
D �g

�
�V .dvol.X;g// C d

�
�V

�
vol.X;g/

���
D �g

�
LV

�
vol.X;g/

��
を得る．すなわち，

LV

�
vol.X;g/

�
D

�
div.V /

�
vol.X;g/

が成り立つ．

例 2.9. .X; g/ D R2 のとき，

�V .dx1
^ dx2/ D V i

�
�@i

.dx1
^ dx2/

�
D V 1dx2

� V 2dx1

�gd
�
�V .dx1

^ dx2/
�

D
@V 1

@x1
dx1

^ dx2
C

@V 2

@x2
dx1

^ dx2

なので，

div.V / D �gd
�
�V .dx1

^ dx2/
�

D
@V 1

@x1
C

@V 2

@x2

を得る．
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定理 2.10. .X; g/ を n 次元境界付き有向 Riemann 多様体として，� を @X の外向き法ベクトルとす
る．任意の V 2 X.X/に対して， Z

X

divV d� D

Z
@X

.V; �/ d�

が成り立つ．

証明. まずは Stokesの定理よりZ
X

�
divV

�
vol.X;g/ D

Z
X

d
�
�V

�
vol.X;g/

��
D

Z
@X

i�
�
�V

�
vol.X;g/

��
を得る．また，局所座標を取って考えれば，

i�
�
�V

�
vol.X;g/

�
D .V; �/vol.@X;i�g/

がわかる．
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