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この講義について

講義計画

1. 線型幾何解析での貼り合わせ技法：RiemannRochの定理

2. Green核の逐次近似による構成

3. 非線型幾何解析での貼り合わせ技法の頂点：Taubesノルム

4. 倉西写像：FloerWeinsteinによるSchrodinger方程式の解の構成
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単位について

1. 講義中に出される課題を何題か解いて提出してください．

2. 締切は今年中でよいでしょうか．
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RiemannRochの定理



1. 目標



目標

RiemannRochの定理を示すことで，

• Wittenの局所化の議論

• 近似解から真の解を作る議論の雛形

を学ぶ．つまり，線型幾何解析での貼り合わせの技法を学ぶ．

定理 1.1 (RiemannRochの定理（と調和積分論）)

Σを種数gの閉Riemann面として，L→ Σを正則直線束とする．このとき，

indC(∂L) = χ(Σ,L) = 1− g+ c1(L)

が成り立つ．

以下，RiemannRochの定理を，線型幾何解析での貼り合わせの技法によって，
実CauchyRiemann作用素に対して示す．

参考文献

• TaubesのCounting pseudoholomorphic submanifolds in dimension 4の最後の章．

• 古田先生の「指数定理」の第4.2節．
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2. 実CauchyRiemann作用素
のRiemannRochの定理



実CauchyRiemann作用素

Σを種数gの閉Riemann面として，E→ ΣをHermite直線束とする．さらに，

F := HomC(TΣ,E)

とする．Γ(F) = Ω0,1(Σ,E)である．

以後，例えば，Σ上のベクトル束Eの切断をC∞(Σ;E)とも書く．

定義 2.1 (実CauchyRiemann作用素)

実線型写像
D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)

が実CauchyRiemann作用素であるとは，任意のf ∈ C∞(X;R)とu ∈ C∞(Σ;E)に対して，
Leibniz則

D(fu) = (∂f)u+ f(Du)

が成り立つこと．

課題 2.1：次を示せ．

1. ΣはRiemann面なので，実CR作用素Dが複素線型であって，任意のf ∈ C∞(X;C)に対し
てLeibniz則が成り立つならば，Eは正則直線束である．

2. 逆に，正則直線束LのDolbeault作用素∂Lは，実CR作用素である．
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実CR作用素の指数

E→ ΣをHermite直線束として，F := HomC(TΣ,E)とする．Γ(F) = Ω0,1(Σ,E)である．

実CR作用素D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)はLeibniz則D(fu) = (∂f)u+ f(Du)を充たす．

定義 2.2 (実CR作用素の指数)

実CR作用素D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)に対して，

indR(D) := dimR KerD− dimR CokerD

と定め，Dの指数と呼ぶ．以後，indR(D)をind(D)とも書く．

今，Σは，コンパクトであり，境界はなかった．

命題 2.3

任意の実CR作用素D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)に対して，ind(D) < ∞である．
また，正則直線束のときは，次が成り立つ．

命題 2.4 (調和積分論)

E = Lが正則直線束かつD = ∂LがDolbeault作用素のとき，indR(∂L) = 2χ(Σ,L)である．

課題 2.2：これらを示せ．
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実CR作用素に対するRiemannRochの定理

定理 2.5 (実CR作用素に対するRiemannRochの定理)

Σを種数gの閉Riemann面として，E → ΣをHermite直線束とする．F := HomC(TΣ,E)とす
る．EからFへの反複素線型束写像の空間をHomC(E,F)とする．このとき，任意の実CR作用
素C∞(Σ,E)→ C∞(Σ,F)に対して，

ind(D) = c1(HomC(E,F))

が成り立つ．

• E = Lが正則直線束かつD = ∂LがDolbeault作用素のとき，indR(∂L) = 2χ(Σ,L)である．

• 次に右辺のc1(HomC(E,F))を計算してみよう．
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c1(HomC(E, F)の計算

Σを種数gの閉Riemann面として，E→ ΣをHermite直線束とする．F := HomC(TΣ,E)とする．
EからFへの反複素線型束写像の空間をHomC(E,F)とする．

ind(D) = c1(HomC(E,F))

右辺のc1(HomC(E,F)を計算したい．

• HomC(E,F) = HomC(E,C)⊗ Fであり，Hermite計量によりHomC(E,C) = Eなので，

HomC(E,F) = E⊗ F

である．よって，
c1(HomC(E,F)) = c1(E) + c1(F)

である．

• F = HomC(TΣ,E)についても，同様にして，

c1(F) = c1(TΣ) + c1(E)

である．

• c1(TΣ) = χ(Σ) = 2− 2gだった．

よって，
c1(HomC(E,F)) = 2− 2g+ 2c1(E)

を得る．
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今までのまとめ

ind(D) = c1(HomC(E,F))

今までに，

• E = Lが正則直線束のとき，Dolbeault作用素∂Lは実CR作用素である．

• E = Lが正則直線束かつD = ∂LがDolbeault作用素のとき，indR(∂L) = 2χ(Σ,L)である．

• c1(HomC(E,F)) = 2− 2g+ 2c1(E)

がわかった．よって，次を得る．

系 2.6 (RiemannRochの定理)

Σを種数gの閉Riemann面として，L→ Σを正則直線束とする．このとき，

χ(Σ,L) = 1− g+ c1(L)

が成り立つ．

以後，ind(D) = c1(HomC(E,F))を

Wittenの局所化の議論

により示す．そのために，まずは実CR作用素の反複素線型束写像による摂動を考えよう．
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3. 実CauchyRiemann作用素の摂動



実CR作用素の摂動

E→ ΣをHermite直線束として，F := HomC(TΣ,E)とする．Γ(F) = Ω0,1(Σ,E)である．

実CR作用素D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)はLeibniz則D(fu) = (∂f)u+ f(Du)を充たす．

EからFへの反複素線型束写像の空間をHomC(E,F)とする．

命題 3.1

1. D1とD2が実CR作用素ならば，(D1 −D2) ∈ HomR(E,F)である．

2. 逆に，Dが実CR作用素であり，V ∈ HomR(E,F)ならば，(D+V)も実CR作用素である．

3. 任意の実CR作用素Dに対して，複素線型CR作用素D0と束写像A ∈HomC(E,F)が存在
して，D = D0 +Aを充たす．

今，Σは，コンパクトであり，境界はなかった．

命題 3.2

任意の実CR作用素Dと任意のV ∈ HomR(E,F)に対して，

ind(D) = ind(D+V)

である．すなわち，実CR作用素の指数は実線型束写像による摂動で安定である．

課題 3.1：これらを示せ．
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Wittenの局所化の議論の流れ

E→ ΣをHermite直線束として，F := HomC(TΣ,E)とする．Γ(F) = Ω0,1(Σ,E)である．

実CR作用素D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)はLeibniz則D(fu) = (∂f)u+ f(Du)を充たす．

EからFへの反複素線型束写像の空間をHomC(E,F)とする．

• Dが実CR作用素であり，V ∈ HomR(E,F)ならば，(D+V)も実CR作用素である．

• さらに，Dが実CR作用素であり，V ∈ HomR(E,F)ならば，ind(D) = ind(D+V)である．

ind(D) = c1(HomC(E,F))

さて，

• c1(HomC(E,F))を計算するためには，零切断と横断的なV ∈HomC(E,F)に対して，Vの
零点の個数を符号付きで数え上げればよい．

• また，このとき，指数の安定性より，ind(D+V) = ind(D)である．

よって，ind(D) = c1(HomC(E,F))を示すためには，

零切断と横断的なV ∈ HomC(E,F)に対して，Vの零点の符号付き個数とind(D+ V)が等し
いこと

を示せばよい．これがWittenの局所化の議論である．

まずはΣ = T2かつEが自明束Cのときにどうなるかを見てみよう．
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4. トーラスかつ自明束のとき



トーラスかつ自明束のときのRiemannRochの定理

ind(D) = c1(HomC(E,F))

• Σ = T2とする．TΣ = C := Σ× Cである．

• E = Cとする．F := HomC(TΣ,E) = Cである．

• HomC(E,F) = Cである．

• このとき，Dolbeault作用素

D := ∂ =
∂

∂s
+ i

∂

∂t
: C∞(T2;C)→ C∞(T2;C)

は実CR作用素である．

課題 4.1： dimKer(D) = dimCoker(D) = 1である．

よって，
ind(D) = dimKer(∂) − dimCoker(∂) = 1− 1 = 0

である．また，
c1(HomC(E,F)) = c1(C) = 0

である．よって，Σ = T2かつE = Cのとき，RRの定理は確かに成り立っている．

では，Wittenの局所化の議論により0 = 0を示してみよう．
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D = ∂の摂動

D := ∂ =
∂

∂s
+ i

∂

∂t
: C∞(T2;C)→ C∞(T2;C)

函数β : T2→ Cと実数m > 0に対して，新しい実CR作用素Dm : C∞(T2;C)→ C∞(T2;C)を，

Dmu := Du+mβu = ∂u+mβu

と定める．

課題 4.2： Dmが実CR作用素であることを確認せよ．

指数の安定性より，ind(Dm) = ind(D)であった．

適切なβとmを選ぶことにより，ind(Dm) = 0を示したい．そのために必要なのがWeitzenbock公
式である．さらにその準備として，形式的共役作用素について復習しておく．
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Dmの形式的共役作用素

D := ∂ =
∂

∂s
+ i

∂

∂t
: C∞(T2;C)→ C∞(T2;C)

函数β : T2→ Cと実数m > 0に対して，

Dmu := Du+mβu = ∂u+mβu

と定めた．

このとき，Dmの形式的共役作用素D∗m : C∞(T2;C)→ C∞(T2;C)は，

D∗mα = −∂α+mβα

である．特に，m = 0のとき，D∗ = −∂である．

すなわち，任意のu,α ∈ C∞(T2;C)に対して，∫
Σ

(Dmu,α)dµ =

∫
Σ

(u,D∗mα)dµ

が成り立つ．特に，任意のu ∈ C∞(T2;C)に対して，∫
Σ

|Dmu|2 dµ =

∫
Σ

(Dmu,Dmu)dµ =

∫
Σ

(D∗mDmu,u)dµ

が成り立つ．また，dimCokerDm = dimKerD∗mである．

課題 4.3：これらを示せ．
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Dolbeault作用素に対するWeitzenbock公式

函数β : T2→ Cと実数m > 0に対して，

Dmu := Du+mβu = ∂u+mβu

D∗mα = −∂α+mβα

だった．

定理 4.1 (Dolbeault作用素に対するWeitzenbock公式)

任意のu ∈ C∞(T2;C)に対して，

D∗mDmu = D∗Du+m2|β|2u−m(∂β)u

が成り立つ．

（証明） 計算すればよい．

D∗mDmu = D∗m
(
∂u+mβu

)
= −∂

(
∂u+mβu

)
+mβ

(
∂u+mβu

)
= −∂

(
∂u+mβu

)
+mβ

(
∂u+mβu

)
= −∂∂u+m2|β|2u+m

(
− ∂(βu) +β(∂u)

)
= −∂∂u+m2|β|2u+m

(
− (∂β)u−β(∂u) +β(∂u)

)
= D∗Du+m2|β|2u−m(∂β)u
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Weitzenbock公式の系

D∗mDmu = D∗Du+m2|β|2u−m(∂β)u

系 4.2

任意のu ∈ C∞(T2;C)に対して，∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m2

∫
Σ

|β|2|u|2 dµ−m‖∂β‖∞
∫
Σ

|u|2 dµ

が成り立つ．

（証明） これも計算すればよい．∫
Σ

|Dmu|2 dµ =

∫
Σ

(u,D∗mDmu)dµ

=

∫
Σ

|Du|2 dµ+m2

∫
Σ

|β|2|u|2 dµ−m

∫
Σ

(∂β)|u|2 dµ

⩾ m2

∫
Σ

|β|2|u|2 dµ−m

∫
Σ

(∂β)|u|2 dµ

⩾ m2

∫
Σ

|β|2|u|2 dµ−m‖∂β‖∞
∫
Σ

|u|2 dµ

ここまでは任意の摂動項β : T2→ Cについて成り立つことだった．次に，特別なβを選
ぼう．
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特別な摂動項β

• Σ = T2かつTΣ = C := Σ× Cだった．

• E = CかつF := HomC(TΣ,E) = Cだった．

• HomC(E,F) = Cだった．

• 函数β : T2→ Cと実数m > 0に対して，

Dmu := Du+mβu = ∂u+mβu

D∗mα = −∂α+mβα

だった．

以後，摂動項β : T2→ Cは零点がないと仮定する．

ここに，Σ = T2かつE = Cという仮定を使っている！

すなわち，零点がないβは，HomC(E,F) = Cの切断であって，零切断と横断的なものを定
める．

さて，βに零点がなく，Σはコンパクトなので，C > 0が存在して，任意のx ∈ Σに対して，

|β(x)| ⩾ C

を充たす．
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Weitzenbock公式と特別な摂動項β

∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m2

∫
Σ

|β|2|u|2 dµ−m‖∂β‖∞
∫
Σ

|u|2 dµ

|β|2 ⩾ C2

系 4.3

任意のu ∈ C∞(T2;C)に対して，∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m(mC2 − ‖∂β‖∞)

∫
Σ

|u|2 dµ

が成り立つ．

（証明） ∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m2

∫
Σ

|β|2|u|2 dµ−m‖∂β‖∞
∫
Σ

|u|2 dµ

⩾ m2C2

∫
Σ

|u|2 dµ−m‖∂β‖∞
∫
Σ

|u|2 dµ

= m(mC2 − ‖∂β‖∞)

∫
Σ

|u|2 dµ
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Wittenの局所化

|β|2 ⩾ C2∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m(mC2 − ‖∂β‖∞)

∫
Σ

|u|2 dµ

定理 4.4 (Wittenの局所化)

定数m0 > 0が存在して，任意のm ⩾ m0に対して，KerDm = {0}である．

（証明） mは，mC2 − ‖∂β‖∞ ⩾ 1/2を充たすくらい大きいとせよ．

Dmu = 0とする．このとき，Weitzenbock公式とβの零点の仮定から得られる不等式より，

0 =

∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m(mC2 − ‖∂β‖∞)

∫
Σ

|u|2

⩾ m · 1
2
·
∫
Σ

|u|2 ⩾ 0

が成り立つ．よって，u = 0である．

課題 4.4：同様の議論により，m� 0に対してKerD∗m = {0}を示せ．

従って，m� 0のとき，KerDm = {0}かつCokerDm = {0}がわかった．すなわち，m� 0のと
き，Dmは可逆であり，ind(Dm) = 0よりも強いことが示されている．
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Σ = T2かつE = CのときのRiemannRochの定理

Weitzenbock公式 ∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m2

∫
Σ

|β|2|u|2 dµ−m‖∂β‖∞
∫
Σ

|u|2 dµ

に対して，HomC(E,F) = Cの零切断に横断的な摂動項βが充たす不等式

|β|2 ⩾ C2

を組み合わせることで，不等式∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m(mC2 − ‖∂β‖∞)

∫
Σ

|u|2 dµ

を得た．その結果として，

m� 0のとき，KerDm = {0}かつCokerDm = {0}

がわかった．これまでをまとめて，

定理 4.5 (Σ = T2かつE = CのときのRiemannRochの定理)

ind(∂) = ind(Dm) = 0

を得る．確かに0 = 0であった．
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Weitzenbock公式とClifford代数の実表現

Weitzenbock公式
D∗mDmu = D∗Du+m2|β|2u−m(∂β)u

の証明を反省するに，摂動
u 7→mβu

が反複素線型写像であることは，∂uの項が打ち消し合うために本質的に必要であった．

D∗mDmu = D∗m
(
∂u+mβu

)
= −∂

(
∂u+mβu

)
+mβ

(
∂u+mβu

)
= −∂

(
∂u+mβu

)
+mβ

(
∂u+mβu

)
= −∂∂u+m2|β|2u+m

(
− ∂(βu) +β(∂u)

)
= −∂∂u+m2|β|2u+m

(
− (∂β)u−β(∂u) +β(∂u)

)
= D∗Du+m2|β|2u−m(∂β)u

その背景には，Clifford代数Cl(R2)の実表現がある．すなわち，C : C→ Cを複素共役写像とする
とき， {(

0 −x+ iy

x+ iy 0

)
,

(
0 βC

βC 0

)}
= 0

が成り立つ．詳しくは，古田先生の教科書の補題4.19とその周辺を見よ．
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5. 一般のとき



設定の復習

• Σを種数gの閉Riemann面として，E→ ΣをHermite直線束とする．F := HomC(TΣ,E)とす
る．EからFへの反複素線型束写像の空間をHomC(E,F)とする．

• 実CR作用素D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)はLeibniz則D(fu) = (∂f)u+ f(Du)を充たす．

• このとき，任意の実CR作用素D : C∞(Σ,E)→ C∞(Σ,F)に対して，

ind(D) = c1(HomC(E,F))

を示したい．

D : C∞(Σ,E)→ C∞(Σ,F)を実CR作用素とする．β ∈ C∞(Σ; HomC(E,F))とする．

このとき，任意のm > 0に対して，新しい実CR作用素Dm : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)を，

Dmu := Du+mβ(u)

と定める．

さて，ind(Dm) = ind(D)であった．零切断と横断的に交わるβに対して，m� 0のとき，

ind(Dm)とβの零点の符号付き個数が等しいこと

を示したい．

まずは任意のβについて成り立つWeitzenbock公式を調べておこう．
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Weitzenbock公式

D : C∞(Σ,E)→ C∞(Σ,F)を実CR作用素とする．

任意のβ ∈ C∞(Σ; HomC(E,F))とm > 0に対して，Dmu := Du+mβ(u)とした．

定理 5.1 (積分型のWeitzenbock公式)

β ∈ C∞(Σ; HomC(E,F))かつm > 0とする．任意のu ∈ C∞(Σ;E)に対して，∫
Σ

|Dmu|2 dµ =

∫
Σ

|Du|2 dµ+m2

∫
Σ

∣∣β(u)
∣∣2 dµ−m

∫
Σ

(
u, (∂β)(u)

)
dµ

が成り立つ．

系 5.2 ∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m2

∫
Σ

∣∣β(u)
∣∣2 dµ−m‖∂β‖∞

∫
Σ

|u|2 dµ

Weitzenbock公式を示すときに，rankC(E) = 1のときの特殊事情

β† = β

が使われる．

課題 5.1：これらを示せ．また，高階ベクトル束でのWeitzenbock公式の障碍を考察せよ．

次に，零切断と横断的な摂動項βを考えよう．
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零切断と横断的な摂動項β

D : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)を実CR作用素とする．β ∈HomC(E,F)とする．

Σ = T2かつE = Cのとき，HomC(E,F)も自明なので，βには零点がないと仮定できた．

一般のとき，βには零点があるかもしれないが，次のように仮定することはできる．

βの各零点p ∈ Σに対して，pを中心とするΣの局所座標系

Σ ⊃Up −→ D := {|z| < 1} ⊂ C

とUpでのEの自明化が存在して，

Σの複素構造 ←→ i =
√
−1倍

dµ ←→ Lebesgue測度dsdt

D ←→ ∂ = ∂s + i∂t

β ←→ z倍かz倍

と仮定する．さらに，p 6= qのとき，Up∩Uq = ∅と仮定する．以後，これらを固定する．

課題 5.2：このようなDとβと局所座標と自明化の存在を示せ．

さて，Σはコンパクトなので，C > 0が存在して，任意のx ∈ Σ \ (∪Up)に対して，

|β(x)| ⩾ C

を充たす． 22/74



エネルギーの局在化についての予備的考察

∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m2

∫
Σ

∣∣β(u)
∣∣2 dµ−m‖∂β‖∞

∫
Σ

|u|2 dµ

β ←→ z倍かz倍 on Up

|β|2 ⩾ C2 on Σ \ (∪Up)

このとき， ∫
Σ

|Dmu|2 dµ ⩾ m2

∫
Σ

∣∣β(u)
∣∣2 dµ−m‖∂β‖∞

∫
Σ

|u|2 dµ

⩾ m2

∫
Σ\∪Up

∣∣β(u)
∣∣2 dµ−m‖∂β‖∞

∫
Σ

|u|2 dµ

⩾ m2C2

∫
Σ\∪Up

|u|2 dµ−m‖∂β‖∞
∫
Σ

|u|2 dµ

より，Dmu = 0ならば， ∫
Σ\∪Up

|u|2 dµ ⩽ ‖∂β‖∞
mC2

∫
Σ

|u|2 dµ

が成り立つ．すなわち，m� 0のとき，KerDmの元はβの零点の近くに局在化している．

次に，この考察をさらに精密にしよう．
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バブル解析の第一歩：βの零点の周りでのスケール変換

Σ ⊃Up −→ D := {|z| < 1} ⊂ C
(Du+mβu) ←→ (∂u+mz ·u) or (∂u+mz ·u) on Up

Z+(β)をz倍に対応するβの零点の集合として，Z−(β)をz倍に対応するβの零点の集合とする．
さらに，Z(β) = Z+(β)tZ−(β)をβの零点の集合とする．

r > 0に対して，D(
√
r) := {z ∈ C | |z| <

√
r}とする．

p ∈ Z(β)かつm > 0とする．任意のu ∈ C∞(Σ;E)に対して，函数u(p,m) : D(
√
r) →

Cを，
u(p,m)(z) :=

1√
m

u

(
z√
m

)
により定める．

特に，Dmu = 0ならば，p ∈ Z+(β)かp ∈ Z−(β)に従い，D(
√
m)上で

∂u(p,m) + z ·u(p,m) = 0 か ∂u(p,m) + z ·u(p,m) = 0

のどちらかを充たす．

課題 5.3：これを示せ．
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バブルの抽出

(Du+mβu) ←→ (∂u+mz ·u) or (∂u+mz ·u) on Up

u(p,m)(z) := u
(
z/
√
m
)
/
√
m

∂u(p,m) + z ·u(p,m) = 0 か ∂u(p,m) + z ·u(p,m) = 0

定理 5.3

任意の発散する実数列mj→∞と切断の列uj ∈ Γ(E)に対して，Dmj
uj = 0かつ‖uj‖2 = 1な

らば，部分列を取ることにより，任意の零点p ∈ Z(β)に対して，滑らかな函数up ∈ C∞(C;C)が
存在して，

• スケール変換(uj)(p,mj)
: D(
√
m)→ Cは，up : C→ Cに，C∞

loc収束する．

• p ∈ Z+(β)かp ∈ Z−(β)に従い，

∂up + z ·up = 0 か ∂up + z ·up = 0

のどちらかを充たす．

•
∑

p∈Z(β)

∫
C
|up|

2 dsdt = 1

課題 5.4：不等式
∫
Σ\∪Up

|u|2 dµ ⩽ ‖∂β‖∞
mC2

∫
Σ

|u|2 dµを用いて，この定理を示せ．
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バブルについて

∂up + z ·up = 0 か ∂up + z ·up = 0

定理 5.4

滑らかな函数u : C→ Cが，

∂u+ z ·u = 0 かつ
∫
C
|u|2 dsdt < ∞

を充たすならば，u ≡ 0である．

（証明） 一般に，∆|u|2 = 2Re〈u,∆u〉− 2|∇u|である．また，∂u+ z ·u = 0によって，

∆u = −∂∂u = −∂
(
− z ·u

)
= z(∂u) = z · ∂u = z ·−z ·u = −|z|2u

である．よって，

∆|u|2 = 2Re〈u,∆u〉− 2|∇u| = 2Re〈u,−|z|2u〉− 2|∇u| = −2|z|2|u|2 − 2|∇u|2

を得る．特に，∆|u|2 ⩽ 0である．従って，平均値の定理と仮定より，任意のx ∈ Cに対して，

|u(x)|2 ⩽ 1

πr2

∫
|z−x|<r

|u(z)|2 dsdt ⩽ 1

πr2

∫
C
|u|2 dsdt

r→∞−−−→ 0

が成り立つ．
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バブルについて

∂up + z ·up = 0 か ∂up + z ·up = 0

定理 5.5

滑らかな函数u : C→ Cが，

∂u+ z ·u = 0 かつ
∫
C
|u|2 dsdt < ∞

を充たすならば，実数k ∈ Rが存在して，u = ke−|z|2/2である．

（証明） まずはuが実数値であることを示す．
∂u+ z ·u = 0によって，

∆u = −∂∂u = −|z|2u+ 2u

である．従って，f := Imu : C→ Rは，

∆f = −(|z|2 + 2)f かつ
∫
C
|f|2 dsdt < ∞

を充たす．よって，

∆f2 = 2〈f,∆f〉− 2|∇f|2 ⩽ 0

である．

従って，平均値の定理より，f = Imu ≡ 0を
得る．

さて，u0(z) := e−|z|2/2 : C→ Rは解である．そ
こで，v(z) := u(z)/u0(z)とすれば，

∂v = ∂(u(z)e|z|2/2) = 0

を得る．従って，vは，実数値整函数なので，定
数である．
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バブルについて

∂up + z ·up = 0 か ∂up + z ·up = 0

滑らかな函数u : C→ Cが，

∂u+ z ·u = 0 かつ
∫
C
|u|2 dsdt < ∞

を充たすならば，u ≡ 0である．

滑らかな函数u : C→ Cが，

∂u+ z ·u = 0 かつ
∫
C
|u|2 dsdt < ∞

を充たすならば，実数k ∈ Rが存在して，u = ke−|z|2/2である．
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Wittenの局所化

定理 5.6

定数m0 > 0が存在して，任意のm ⩾ m0に対して，dimKerDm ⩽ #Z+(β)である．

証明は背理法による．今までに示した次の定理を用いる．

任意のmj → ∞とuj ∈ Γ(E)に対して，
Dmj

uj = 0かつ‖uj‖2 = 1ならば，部分
列を取ることにより，任意のp ∈ Z(β)に対
して，up ∈ C∞(C;C)が存在して，

• スケール変換

(uj)(p,mj)
: D(
√
m)→ C

は，up : C→ Cに，C∞
loc収束する．

• p ∈ Z+(β)かp ∈ Z−(β)に従い，

∂up+z·up = 0 か ∂up+z·up = 0

•
∑

p∈Z(β)

∫
C
|up|

2 dsdt = 1

滑らかな函数u : C→ Cが，

∂u+ z ·u = 0 かつ
∫
C
|u|2 dsdt < ∞

を充たすならば，u ≡ 0である．

滑らかな函数u : C→ Cが，

∂u+ z ·u = 0 かつ
∫
C
|u|2 dsdt < ∞

を充たすならば，実数k ∈ Rが存在して，
u = ke−|z|2/2である．
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Wittenの局所化

定数m0 > 0が存在して，任意のm ⩾ m0に対して，dimKerDm ⩽ #Z+(β)である．

（証明） 背理法による．N := #Z+(β) + 1とする．

発散する列mj→∞と切断の列の組{uj,1, . . . ,uj,N}が存在して，

• 各j = 1,2, 3, . . .と各k = 1, . . . ,Nに対して，Dmj
uj,k = 0かつ‖uj,k‖2 = 1であり，

• 各j = 1,2, 3, . . .に対して，{uj,1, . . . ,uj,N}は一次独立である

と仮定する．このとき，スケール変換を考えることにより，各点p ∈ Z(β)に対して，C上の函数の
組{up,1, . . . ,up,N}が存在して，

• p ∈ Z+(β)かp ∈ Z−(β)に従い，∂up + z ·up = 0か∂up + z ·up = 0を充たし，

• 各k = 1, . . . ,Nに対して，
∑

p∈Z(β)

‖up,k‖2 = 1であって，さらに，

• k 6= ℓのとき，
∑

p∈Z(β)

〈up,k,up,ℓ〉 = 0もわかる．

従って，{up,1, . . . ,up,N}は，
(
L2(C;C)

)#Z(β)の中のN次元部分空間を定める．

しかし，p ∈ Z−(β)のとき，任意のk = 1, . . . ,Nに対して，up,k ≡ 0である．これは矛盾．

課題 5.5：エネルギーの局所化を用いて{uj,1, . . . ,uj,N}が一次独立であることを示せ．
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線型貼り合わせ

定数m0 > 0が存在して，任意のm ⩾ m0に対して，dimKerDm ⩽ #Z+(β)である．

次は，dimKerDm ⩾ #Z+(β)を示したい．すなわち，KerDmの元をたくさん作らねばならない．
そのために使われるのが，

Taubesの貼り合わせ技法（の線型版）

である．

今までにやったことは，

1. Dmj
uj = 0というΣ上の解の列

2. スケール変換

3. C上の極限函数（バブル）の抽出

ということ．

Taubesの貼り合わせ技法では，逆に，C上のバブルからΣ上の解を構成する．このとき，バブルが
局在化しているということが大切である．

1. C上のバブル

2. Σ上の近似解の構成

3. 真の解への摂動
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近似解の構成

まずは，C上の解をΣに移植して近似解を構成する．βの零点の周りの座標系{Up}は固定されて
いる．

Σ ⊃Up −→ D := {|z| < 1} ⊂ C
(Du+mβu) ←→ (∂u+mz ·u) or (∂u+mz ·u) on Up

u(p,m)(z) := u
(
z/
√
m
)
/
√
m

滑らかなカットオフ函数γ : D→ [0,1]であって，

γ|D(1/2) ≡ 1 かつ γ|D\D(3/4) ≡ 0

を充たすものをとる．

m > 0とする．

各零点p ∈ Z+(β)を考えるとき，座標近傍Up ⊂ ΣとD ⊂ Cの同一視の下で，任意のパラメー
タkp ∈ Rに対して，

γ(z)
(
kp ·
√
me−m|z|2/2

)
は，Σ上のEの切断を定める．従って，近似解写像

Φm : R#Z+(β)→ C∞(Σ;E)

が構成された．
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近似解の性質1

γ|D(1/2) ≡ 1 かつ γ|D\D(3/4) ≡ 0

γ(z)
(
kp ·
√
me−m|z|2/2

)
Φm : R#Z+(β)→ C∞(Σ;E)

命題 5.7

‖Φm({kp})‖22
m→∞−−−→ π

∑
p∈Z+(β)

k2
p

（証明）

‖Φm({kp})‖2 =

∫
Σ

∣∣Φm({kp})
∣∣2 dµ

=
∑

p∈Z+(β)

∫
Up

γ(z)2
(
kp ·
√
me−m|z|2/2

)2
dµ

=
∑

p∈Z+(β)

k2
p

∫
D(
√
m)

γ
(
z/
√
m
)2
e|z|2 dsdt

m→∞−−−→
∑

p∈Z+(β)

k2
p ·π

すなわち，m� 0のとき，Φmは単射である．
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近似解の性質2

γ|D(1/2) ≡ 1 かつ γ|D\D(3/4) ≡ 0

γ(z)
(
kp ·
√
me−m|z|2/2

)
m� 0のとき，Φm({kp})はほぼ解である．

命題 5.8

定数C > 0が存在して，任意のm > 0に対して，∥∥∥∥Dm

(
Φm({kp}))

∥∥∥∥2
2

⩽ C2me−m/4
∑

k2
p

が成り立つ．

（証明）カットオフγに由来する誤差を評価する．
各UpではDmu = ∂u+mzuなので，

Dm

(
Φm({kp})) = (∂γ(z))kp

√
me−m|z|2/2

である．γはD(1/2)上では定数なので，次の不
等式がわかる．

∥∥∥∥Dm

(
Φm({kp}))

∥∥∥∥2
2

=
∑∫

D\D(1/2)

∣∣(∂γ(z))∣∣2k2
pme−m|z|2 dsdt

⩽me−m/4

∫
D\D(1/2)

∣∣(∂γ(z))∣∣2 dsdt ·∑k2
p
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近似解から真の解へ

‖Φm({kp})‖22
m→∞−−−→ π

∑
p∈Z+(β)

k2
p

∥∥∥∥Dm

(
Φm({kp}))

∥∥∥∥2
2

⩽ C2me−m/4
∑

k2
p

近似解から真の解を構成するために，Dm : C∞(Σ;E)→ C∞(Σ;F)の右逆

Qm : Im(Dm)→
(
Ker(Dm)

)⊥
を考えよう．Dm

(
Qmα

)
= αであり，例えばQm := D∗m

(
DmD∗m

)−1とすればよい．

さて，任意の{kp}に対して，u := Φm(({kp}))とするとき，

Dm

(
u−Qm(Dmu)

)
= Dmu−Dm

(
Qm(Dmu)) = 0

であって，u−Qm(Dmu)は真の解である．

注意 5.9： 非線型偏微分方程式を考えるときには，このステップでは陰関数定理を定量的に使
うことになり，ASD方程式では例えばTaubesノルムが導入される．

ただし，u−Qm(Dmu) = 0かもしれない．

ところで，π
∑

k2
p = 1のとき，‖u‖22 ≈ 1かつ‖Dmu‖22� 1であった．従って，

u−Qm(Dmu) 6= 0を保証するためには，Qmの作用素ノルムを評価すればよい．
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右逆Qmの評価

Qm : Im(Dm)→
(
Ker(Dm)

)⊥
定理 5.10

定数C > 0とm2が存在して，任意のm ⩾ m2について，任意のα ∈ Im(Dm)に対して，

‖Qmα‖22 ⩽ C2‖α‖22

が成り立つ．

u = Qmαのとき，Dmu = Dm(Qmα) = αなので，任意のu ∈
(
Ker(Dm)

)⊥に対して，
‖u‖22 ⩽ C2‖Dmu‖22

を示せばよい．

証明は背理法による．発散する列mj→∞とuj ∈ C∞(Σ;E)が存在して，

‖uj‖22 = 1 かつ ‖Dmj
uj‖22→ 0

と仮定する．（続きは非線型方程式のときにやる．）

課題 5.6：自分で詳細を補ってみよ．
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真の解の構成

写像sol : R#Z+(β)→ KerDmを，

{kp} 7→Φm({kp}) −Qm

(
Dm(Φm({kp}))

)
と定める．

定理 5.11

定数m3 > 0が存在して，任意のm ⩾ m3に対して，solは単射である．特に，#Z+(β) ⩽
dimKerDmである．

（証明） 背理法による．発散する列mj→∞と列{kp,j}が存在して，

π
∑

p∈Z+(β)

k2
p = 1 かつ ‖sol({kp})‖22→ 0

と仮定する．ところが，

• ‖Φm({kp})‖22
m→∞−−−→ π

∑
p∈Z+(β)

k2
p

•
∥∥∥∥Dm

(
Φm({kp}))

∥∥∥∥2
2

⩽ C2me−m/4
∑

k2
p

• ∃C > 0 ∃m2 > 0 ∀m ⩾ m2 ‖Qmα‖22 ⩽ C2‖α‖22
だった．これは矛盾．

37/74



ここまでのまとめ

まずは，Wittenの局所化の議論によって，

定数m0 > 0が存在して，任意のm ⩾ m0に対して，dimKerDm ⩽ #Z+(β)である．

を示した．

次に，Taubesの貼り合わせの議論によって，

定数m3 > 0が存在して，任意のm ⩾ m3に対して，#Z+(β) ⩽ dimKerDmである．

を示した．

系 5.12

任意のm ⩾ max(m0,m3)に対して，dimKerDm = #Z+(β)である．

全く同様にして，dimCokerDm = #Z−(β)もわかる．

よって，m ⩾ max(m0,m3)のとき，

indDm = dimKerDm − dimCokerDm = #Z+(β) −#Z−(β) = c1(HomC(E,F))

が示された．
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Green核の構成



6. Stokesの定理と部分積分



境界の向きとStokesの定理

まずは境界の向き付けとStokesの定理について整理しておこう．

以下，向き付けと体積形式を同一視する．
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Euclid空間のときの境界の向き付け

n次元Euclid空間Rnの標準座標を(x1, . . . , xn)とする．

Rnの標準的な向きは
dx1 ∧ · · ·∧dxn

で与えられる．

左半平面X := (−∞, 0]×Rn−1に対して，その境界∂X = {0}×Rn−1のStokes向き付けを

dx2 ∧ · · ·∧dxn

と定める．このとき，ν := ∂/∂x1は外向き法ベクトル場であり，包含写像i : {0}×Rn−1→ Rnに
対して，

dx2 ∧ · · ·∧dxn = i∗
(
ιν(dx

1 ∧ · · ·∧dxn)
)

が成り立つことに注意せよ．
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Euclid空間のときの境界の向き付けとStokesの定理

また，f ∈ C∞
0 (X)に対して，α := fdx2 ∧ · · ·∧dxnとするとき，

dα =
∂f

∂x1
dx1 ∧dx2 ∧ · · ·∧dxn

i∗
(
ιν(α)

)
= f(0,x2, . . . , xn)dx2 ∧ · · ·∧dxn

であり， ∫
X

dα =

∫
X

∂f

∂x1
dx1 ∧dx2 ∧ · · ·∧dxn

=

∫
(−∞,0]×Rn−1

∂f

∂x1
dx1dx2 . . .dxn

=

∫
Rn

[∫0
−∞

∂f

∂x1
dx1

]
dx2 . . .dxn

=

∫
Rn

f(0,x2, . . . , xn)dx2 . . .dxn

=

∫
∂X

f(0,x2, . . . , xn)dx2 ∧ · · ·∧dxn

=

∫
∂X

i∗
(
ιν(α)

)
が成り立つ．
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多様体のときの境界の向き付け

Xをn次元境界付き有向多様体とする．i : ∂X→ Xを境界からの埋込写像として，νを外向き法ベ
クトルとする．Xの体積形式がvol(X,g)であるとき，境界∂Xの体積形式vol∂X,i∗gを

vol∂X,i∗g := i∗
(
ιν
(
vol(X,g)

))
により定め，Stokes向き付けと呼ぶ．以後，境界には常にStokes向き付けを入れる．

例 6.1： {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0} ⊃ Rn−1 × {0}に対して，外向き法ベクトル
は−∂/∂xnであり，境界Rn−1 × {0}のStokes向き付けは

ι
− ∂

∂xn

(
dx1∧· · ·∧dxn

)
= (−1)(−1)n−1dx1∧· · ·∧dxn−1 = (−1)ndx1∧· · ·∧dxn−1

となる．
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多様体のときの境界の向き付け

Xをn次元境界付き有向多様体とする．i : ∂X→ Xを境界からの埋込写像として，νを外向き法ベ
クトルとする．Xの体積形式がvol(X,g)であるとき，境界∂Xの体積形式vol∂X,i∗gを

vol∂X,i∗g := i∗
(
ιν
(
vol(X,g)

))
により定め，Stokes向き付けと呼ぶ．以後，境界には常にStokes向き付けを入れる．

定理 6.2 (Stokesの定理)

Xをn次元境界付き有向多様体として，i : ∂X→ Xを境界からの埋込写像とする．このとき，任
意のω ∈Ωn−1

c (X)に対して， ∫
X

dω =

∫
∂X

i∗(ω)

が成り立つ．

すなわち，Stokes向き付けとは，Stokesの定理が成り立つような向き付けのことである．
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Riemann多様体の体積形式

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体とする．

定義 6.3

vol(X,g) =
√
detgijdx

1 ∧ · · ·∧dxnをRiemann体積形式とする．

i : ∂X→ Xを境界からの埋込写像として，νを外向き単位法ベクトルとする．

∂Xには，Stokes向き付けと誘導計量i∗gを入れる．

命題 6.4

このとき，(∂X, i∗g)のRiemann体積形式vol(∂X,i∗g)は

vol(∂X,i∗g) = i∗
(
ιν
(
vol(X,g)

))
をみたす．

課題 6.1：これを示せ．
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Hodge作用素

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体とする．

volg =
√
detgijdx

1 ∧ · · ·∧dxnをRiemann体積形式とする．

i : ∂X→ Xを境界からの埋込写像として，νを外向き単位法ベクトルとする．

∂Xには，Stokes向き付けと誘導計量i∗gを入れる．

命題 6.5

このとき，任意のα,β ∈Ωp(X)に対して，

i∗
(
α∧ ∗gβ

)
= i∗(α)∧ ∗i∗g

(
ιν(β)

)
が成り立つ．

定義 6.6

任意のα,β ∈Ωp(X)に対して，(α,β)volg := α∧ ∗βと定める．

命題 6.7

任意のα ∈Ωp(X)に対して，d∗α = (−1)n(p−1)+1 ∗d ∗αが成り立つ．

課題 6.2：これらを示せ．
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部分積分の公式

Xをn次元境界付き有向多様体として，i : ∂X→ Xを境界からの埋込写像とする．このとき，任
意のω ∈Ωn−1

c (X)に対して， ∫
X

dω =

∫
∂X

i∗(ω)

が成り立つ．

定理 6.8 (部分積分の公式)

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体とする．i : ∂X→ Xを境界からの埋込写像として，
νを外向き法ベクトルとする．任意のα ∈Ωp−1(X)とβ ∈Ωp(X)に対して，∫

X

(dα,β)g dµ =

∫
X

(α,d∗β)g dµ+

∫
∂X

(α, ιν(β))i∗g dσ

が成り立つ．

（証明） 積の微分公式

d(α∧ ∗gβ) = dα∧ ∗gβ+ (−1)p−1α∧d(∗gβ)

とStokesの定理より従う．

また，i∗
(
α∧∗gβ

)
= i∗(α)∧∗i∗g

(
ιν(β)

)
とd∗β = (−1)n(p−1)+1 ∗d∗βにも注意せよ．
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Greenの公式∫
X

(dα,β)g dµ =

∫
X

(α,d∗β)g dµ+

∫
∂X

(α, ιν(β))i∗g dσ

定理 6.9

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．任意
のu,v ∈ C∞(X)に対して，∫

X

u∆vdµ =

∫
X

(∇u,∇v)dµ−

∫
∂X

u
∂v

∂ν
dσ

が成り立つ．

（証明） 部分積分の公式において，α = uかつβ = dvとせよ．

系 6.10

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．任意
のu,v ∈ C∞(X)に対して， ∫

X

∆udµ = −

∫
∂X

∂u

∂ν
dσ

が成り立つ．
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符号の確認

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．任意
のu,v ∈ C∞(X)に対して， ∫

X

∆udµ = −

∫
∂X

∂u

∂ν
dσ

が成り立つ．

念のために符号を確認しておこう．

X = D2 ⊂ R2として，標準的な計量と向きを与える．∂X = S1のStokes向き付けは左回りであり，
∂/∂rが外向き単位法ベクトルである．u(x,y) = x2 + y2 = r2とする．このとき，

∆u = −

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u = −4

∂u

∂ν
=

∂u

∂r
= 2r

なので， ∫
X

∆udµ = (−4) ·π = −4π

−

∫
∂X

∂u

∂ν
dσ = −(2 · 2π) = −4π

となる．確かに符号は正しい．
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Greenの公式

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．任意
のu,v ∈ C∞(X)に対して，∫

X

u∆vdµ =

∫
X

(∇u,∇v)dµ−

∫
∂X

u
∂v

∂ν
dσ

が成り立つ．

系 6.11 (Greenの公式)

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．任意
のu,v ∈ C∞(X)に対して，∫

X

(
u(∆v) − (∆u)v

)
dµ = −

∫
∂X

(
u
∂v

∂ν
−

∂u

∂ν
v

)
dσ

が成り立つ．
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発散

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，volX,gをRiemann体積形式とする．発散作用
素div : X(X)→ C∞(X)を

div(V) := ∗gd
(
ιV
(
vol(X,g)

))
により定める．Cartanの公式LV = ιV ◦d+d ◦ ιVにより，

div(V) = ∗gd
(
ιV
(
vol(X,g)

))
= ∗g

[
ιV(dvol(X,g)) +d

(
ιV
(
vol(X,g)

))]
= ∗g

[
LV

(
vol(X,g)

)]
を得る．すなわち，

LV

(
vol(X,g)

)
=
(
div(V)

)
vol(X,g)

が成り立つ．

例 6.12： (X,g) = R2のとき，

ιV(dx1 ∧dx2) = Vi
(
ι∂i

(dx1 ∧dx2)
)
= V1dx2 −V2dx1

∗gd
(
ιV(dx1 ∧dx2)

)
=

∂V1

∂x1
dx1 ∧dx2 +

∂V2

∂x2
dx1 ∧dx2

なので，

div(V) = ∗gd
(
ιV(dx1 ∧dx2)

)
=

∂V1

∂x1
+

∂V2

∂x2

を得る．

50/74



Gaussの発散定理

div(V) := ∗gd
(
ιV
(
vol(X,g)

))
定理 6.13 (Gaussの発散定理)

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．任意
のV ∈ X(X)に対して， ∫

X

divV dµ =

∫
∂X

(V,ν)dσ

が成り立つ．

（証明） まずはStokesの定理より∫
X

(
divV

)
vol(X,g) =

∫
X

d
(
ιV
(
vol(X,g)

))
=

∫
∂X

i∗
(
ιV
(
vol(X,g)

))
を得る．また，局所座標を取って考えれば，

i∗
(
ιV
(
vol(X,g)

)
= (V,ν)vol(∂X,i∗g)

がわかる．
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接続のとき

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．

(E,h)をX上のHermiteベクトル束とする．AをE上の計量接続とする．

このとき，任意のϕ ∈ Γ(E)に対して，

(ϕ,∇∗A∇Aϕ) = |∇Aϕ|2 +
1

2
∆|ϕ|2

が成り立つ．

それぞれの項の符号に混乱したらラプラシアンのスペクラムが正であることを思い出す．

符号を確認しておこう全て自明な一次元のとき，ϕ = x2として，

(ϕ,∇∗A∇Aϕ) =
(
x2,−2

)
= −2x2

|∇Aϕ|2 +
1

2
∆|ϕ|2 = |2x|2 +

1

2
(−12x2) = −2x2

となる．
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接続のとき

(ϕ,∇∗A∇Aϕ) = |∇Aϕ|2 +
1

2
∆|ϕ|2∫

X

∆udµ = −

∫
∂X

∂u

∂ν
dσ

定理 6.14

(X,g)をn次元境界付き有向Riemann多様体として，νを∂Xの外向き法ベクトルとする．

(E,h)をX上のHermiteベクトル束とする．AをE上の計量接続とする．

このとき，任意のϕ ∈ Γ(E)に対して，∫
X

(ϕ,∇∗A∇Aϕ)dµ =

∫
X

|∇Aϕ|2 dµ−
1

2

∫
∂X

∂|ϕ|2

∂ν
dσ

が成り立つ．
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中間値の定理について ∫
X

∆udµ = −

∫
∂X

∂u

∂ν
dσ

定理 6.15 ∫
|x−y|⩽ρ

∆u(x)dµx = −ρn−1 ∂

∂ρ

(
ρ1−n

∫
|x−y|=ρ

u(x)dσx

)

（証明） Greenの公式で計算する．∫
|x−y|⩽ρ

∆u(x)dµx = −

∫
|x−y|=ρ

∂u

∂ν
(x)dσx

= −

∫
|ω|=1

∂u

∂ρ
(y+ ρω)ρn−1dσω

= −ρn−1

∫
|ω|=1

∂u

∂ρ
(y+ ρω)dσω

= −ρn−1 ∂

∂ρ

∫
|ω|=1

u(y+ ρω)dσω

= −ρn−1 ∂

∂ρ

(
ρ1−n

∫
|x−y|=ρ

u(x)dσx

)
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中間値の定理について

∫
|x−y|⩽ρ

∆u(x)dµx = −ρn−1 ∂

∂ρ

(
ρ1−n

∫
|x−y|=ρ

u(x)dσx

)

系 6.16

∆u ⩽ 0ならば，

ρ1−n

∫
|x−y|=ρ

u(x)dσx

はρの非減少函数である．特に，

n|Dn|u(y) ⩽ ρ1−n

∫
|x−y|=ρ

u(x)dσx

が成り立つ．

系 6.17

∆u ⩽ 0ならば，

u(y) ⩽ 1

n|Dn|

∫
|x−y|⩽ρ

u(x)dµx

が成り立つ．
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再掲：バブルの解析

∆f ⩽ 0ならば，f(y) ⩽ 1

n|Dn|

∫
|x−y|⩽ρ

f(x)dµxが成り立つ．

滑らかな函数u : C→ Cが，

∂u+ z ·u = 0 かつ
∫
C
|u|2 dsdt < ∞

を充たすならば，u ≡ 0である．

（証明） 一般に，∆|u|2 = 2Re〈u,∆u〉− 2|∇u|である．また，∂u+ z ·u = 0によって，

∆u = −∂∂u = −∂
(
− z ·u

)
= z(∂u) = z · ∂u = z ·−z ·u = −|z|2u

である．よって，

∆|u|2 = 2Re〈u,∆u〉− 2|∇u| = 2Re〈u,−|z|2u〉− 2|∇u| = −2|z|2|u|2 − 2|∇u|2

を得る．特に，∆|u|2 ⩽ 0である．従って，平均値の定理と仮定より，任意のx ∈ Cに対して，

|u(x)|2 ⩽ 1

πr2

∫
|z−x|<r

|u(z)|2 dsdt ⩽ 1

πr2

∫
C
|u|2 dsdt

r→∞−−−→ 0

が成り立つ．
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7. Newtonポテンシャルについて



r−αの積分について

n次元空間の単位球をDnとする．また，一般に，x ∈ Rnに対して，r := |x|とも書く．

Dn := {x ∈ Rn | |x| ⩽ 1}

まずは基本は， ∫1
0

dr

rα
< ∞ ⇐⇒ α < 1

である．

次に，n次元のとき，∫
Dn

dx

|x|α
=

∫
Dn

1

rα
rn−1drdσ =

∣∣Sn−1
∣∣ ∫1

0

dr

rα−(n−1)

なので， ∫
Dn

dx

|x|α
< ∞ ⇐⇒ α− (n− 1) < 1 ⇐⇒ α < n

を得る．

課題 7.1：無限遠点での可積分性についても同様の考察をせよ．
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Newtonポテンシャル

ωn :=
∣∣Sn∣∣とする．今後，簡単のため，n ⩾ 3とする．

定義 7.1

NewtonポテンシャルN : Rn \ {0}→ Rを

N(x) :=
1

n(n− 2)ωn

1

|x|(n−2)

と定める．二変数函数N(x,y) := N(x− y)もNewtonポテンシャルと呼ぶ．

∂jN =
1

nωn

1

|x|(n−1)
·
xj

|x|

∂jjN =
1

ωn

1

|x|n

(
x2
j

|x|2
−

1

n

)

Nの可積分性について，次がわかる．

• Nは局所可積分である．∂jNも局所可積分である．

• しかし，∂ijNは局所可積分ではない！

• また，p < n/(n− 2)でNpは局所可積分であって，q > n/(n− 2)でNqは無限遠で可
積分である．ここで，n/(n− 2)の双対指数がn/2であることを注意しておく．
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Newtonポテンシャル

N(x) :=
1

n(n− 2)ωn

1

|x|(n−2)

∂jjN =
1

ωn

1

|x|n

(
x2
j

|x|2
−

1

n

)

命題 7.2

Rn \ {0}において，
∆N = 0

が成り立つ．

次に，原点でのNの超函数微分を計算する．
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Nの超函数微分

N(x) :=
1

n(n− 2)ωn

1

|x|(n−2)

|∇N| = O(r1−n)

∆N = 0 on Rn \ {0}∫
X

(
u(∆v) − (∆u)v

)
dµ = −

∫
∂X

(
u
∂v

∂ν
−

∂u

∂ν
v

)
dσ

Rn上の滑らかなコンパクト台函数ϕ ∈ C∞
c (Rn)をとる．

〈∆N,ϕ〉 :=
∫
Rn

1

nωn|x|(n−2)
∆ϕ(x)dx

= lim
ϵ→0

∫
|x|⩾ϵ

N(x)∆ϕ(x)dx

= lim
ϵ→0

(
−

∫
|x|=ϵ右回り

N(−∂rϕ) − (−∂rN)ϕdσ

)
= ϕ(0)

より，∆N = δがわかった．∂ijN = O(r−n)は局所可積分ではないので，安易に微分と積分を交
換してはならない．

課題 7.2：
1

|ξ|2
を直接計算してみよ．
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Greenの表現公式

N(x) :=
1

n(n− 2)ωn

1

|x|(n−2)

N(x,y) := N(x− y)だった．

定理 7.3 (Greenの表現公式)

任意の滑らかなコンパクト台函数ϕ ∈ C∞
c (Rn;R)に対して，各点x ∈ Rnにおいて，

u(x) :=

∫
Rn

N(x,y)ϕ(y)dy

とすれば，u ∈ C∞(X;R)であって，
∆u = ϕ

を充たす．

注意 7.4： ϕの台はコンパクトでもuの台は非コンパクトかもしれない．

課題 7.3： Greenの表現公式を示せ．

注意 7.5： この講義では，NewtonポテンシャルとGreen核とGreen函数と基本解を区別せずに
使う．しかし，本当は微妙に違う．基本解のうちで，境界条件まで考慮したものがGreen函数で，
さらにそれの積分核がGreen核で，特にRnで無限遠で消える境界条件を課したものがNewtonポ
テンシャルである．
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Helmholtz方程式

定義 7.6

線型偏微分方程式
∆u+u = ϕ

をHelmholtz方程式という．

gをHelmholtz方程式の基本解とする．すなわち，

∆g+ g = δ

とする．このとき，

0 < g(x) ⩽ C

|x|n−2
if 0 < |x| < 1

0 < g(x) ⩽ e−|x|/2 if 1 ⩽ |x|

がわかる．すなわち，Helmholtz方程式の基本解は，Newtonポテンシャルと違って，無限遠で指
数減衰する．その由来は，1/(1+ k2)と1/k2は，k→∞での振る舞いは同じだが，k = 0での様
子が全然違うことにある．

課題 7.4： 1/(|ξ|2 + 1)のFourier変換を計算することによって，例えばBesselポテンシャル
を用いて，Helmholtz方程式の基本解を求めよ．さらに，基本解の無限遠での減衰度を考察
せよ．
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8. 多様体上のHelmholtz方程式



多様体上のHelmholtz方程式

(X,g)をn次元有向閉Riemann多様体とする．簡単のため，以後，n ⩾ 3とする．
∆ = d∗d = −(∂2

1 + · · ·+ ∂2
n)である．

定理 8.1

任意のϕ ∈ C∞(X;R)に対して，u ∈ C∞(X;R)が唯一つ存在して，

∆u+u = ϕ

を充たす．すなわち，
∆+ 1 : C∞(X;R)→ C∞(X;R)

は全単射である．

定義 8.2

∆u+u = ϕをHelmholtz方程式という．ただし，用語の濫用で，Poisson方程式やLaplace方程
式と呼ぶことも多い．

以後しばらくは，閉多様体上のHelmholtz方程式のL2methodによる解法を紹介する．つまり，無
限次元のHilbert空間の幾何を用いて，変分法的にHelmholtz方程式を解く．

まずはRieszの表現定理を復習しておこう．
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Rieszの表現定理

(H, 〈·, ·〉)を実Hilbert空間とする．u ∈Hに対して，‖u‖ :=
√
〈u,u〉とする．

線型写像
ℓ : H→ R

が有界であるとは，定数C > 0が存在して，任意のu ∈Hに対して，

|ℓ(u)| ⩽ C‖u‖

が成り立つことだった．HからRへの線型写像を線型汎関数ともいう．

定理 8.3 (Rieszの表現定理)

任意の有界線型汎関数ℓ : H → Rに対して，u ∈ Hが唯一つ存在して，任意のv ∈ Hに対
して，

ℓ(v) = 〈u,v〉

が成り立つ．

課題 8.1：

1. Rieszの表現定理の証明を復習せよ．

2. LaxMilgramの定理を，知らなければ，調べよ．

3. Rieszの表現定理の証明を吟味して，変分法の直接法との関係を考察せよ．
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Helmholtz方程式の解法の流れ

目標は，ϕが与えられたとき，
∆u+u = ϕ

を充たすuを見つけることだった．この方程式を書き直す．

もしも∆u+u = ϕならば，任意のvに対して，部分積分によって，∫
X

(
(∇u,∇v) + (u,v)

)
dµ =

∫
X

(
(∆u,v) + (u,v)

)
dµ

=

∫
X

(∆u+u,v)dµ =

∫
X

(ϕ,v)dµ

が成り立つ．ここで，左辺がuとvについて対称であって，内積になっていることに注目する．
実際， ∫

X

(
(∇v,∇v) + (v,v)

)
dµ = 0

ならば，u = 0なので，非退化である．

定義 8.4

任意のu,v ∈ C∞(X;R)に対して，

〈u,v〉
L2
1
:=

∫
X

(
(∇u,∇v) + (u,v)

)
dµ

と定める．これをC∞(X;R)のL2
1内積という．
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Helmholtz方程式の解法の流れ

〈u,v〉
L2
1
:=

∫
X

(
(∇u,∇v) + (u,v)

)
dµ

さらに，ϕ ∈ C∞(X;R)が与えられたとき，線型汎関数ℓϕ : C∞(X;R)→ Rを

v 7→
∫
X

(ϕ,v)dµ

と定めれば，CauchySchwarzの不等式より，∫
X

(ϕ,v)dµ ⩽
(∫

X

|ϕ|2 dµ

)1/2 (∫
X

|u|2 dµ

)1/2

⩽
(∫

X

|ϕ|2 dµ

)1/2

‖v‖
L2
1

である．
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Helmholtz方程式の解法の流れ

もしも∆u+u = ϕならば，任意のvに対して，部分積分によって，∫
X

(
(∇u,∇v) + (u,v)

)
dµ =

∫
X

(∆u+u,v)dµ =

∫
X

(ϕ,v)dµ

が成り立つ．

〈u,v〉
L2
1
:=

∫
X

(
(∇u,∇v) + (u,v)

)
dµ

ℓϕ(v) :=

∫
X

(ϕ,v)dµ ⩽
(∫

X

|ϕ|2 dµ

)1/2

‖v‖
L2
1

任意の有界線型汎関数ℓ : H→ Rに対して，u ∈ Hが唯一つ存在して，任意のv ∈ Hに対して，
ℓ(v) = 〈u,v〉が成り立つ．

定義 8.5

函数空間C∞(X;R)の内積〈·, ·〉
L2
1
による完備化をL2

1(X;R)とする．

このとき，線型汎関数ℓϕ : C∞(X;R)→ RはL2
1(X;R)上の有界線型汎関数に延長する．よって，

Rieszの表現定理によって，ϕinC∞(X;R)が与えられたとき，u ∈ L2
1(X;R)が存在して，任意

のv ∈ L2
1(X;R)に対して，

ℓϕ(v) = 〈u,v〉
L2
1

を充たす．これでHelmholtz方程式が半分解けた．
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Helmholtz方程式の解法の流れ：正則性

もしも∆u+u = ϕならば，任意のvに対して，

〈u,v〉
L2
1
:=

∫
X

(
(∇u,∇v) + (u,v)

)
dµ =

∫
X

(∆u+u,v)dµ =

∫
X

(ϕ,v)dµ =: ℓϕ(v)

が成り立つ．

Rieszの表現定理によって，ℓϕ(v) = 〈u,v〉
L2
1
を充たすu ∈ L2

1(X;R)の存在はわかった．しかし，
L2
1(X;R)は完備化で作られたナゾの空間なので，u ∈ C∞(X;R)を示したい．それを示すのが正則
性(regularity)の議論である．しかし，この講義では扱わない．

定理 8.6

ϕ ∈ C∞(X;R)かつu ∈ L2
1(X;R)とする．このとき，任意のv ∈ L2

1(X;R)に対して，

ℓϕ(v) = 〈u,v〉
L2
1

が成り立つならば，u ∈ C∞(X;R)である．

正則性を示す手法の王道は，Nirenbergによる差分商(difference quotient)であろう．

ここまでで，Rieszの表現定理を経由して，Helmholtz方程式の解を構成した．さらに具体的に解を
表示することができる．そのために使われるのがGreen函数である．

68/74



Green函数

(X,g)をn次元有向閉Riemann多様体とする．diag(X) := {(x,y) ∈ X×X | x = y}とする．二
点x,y ∈ Xのgによる距離をdg(x,y)とする．

定理 8.7 (Green函数の存在)

連続函数g : (X×X \ diag(X))→ Rが存在して，次を充たす．

• 任意のx ∈ Xに対して，y 7→ g(x,y)は，X \ {x}上でC∞級である．
• 定数C > 0が存在して，任意のx,y ∈ Xに対して，x 6= yならば，∣∣∣∣dg(x,y)

n−2g(x,y) −
1

(n− 2)ωn

∣∣∣∣ ⩽ Cdg(x,y)∣∣∣∣dg(x,y)
n−1|∇yg(x,y)|−

1

ωn

∣∣∣∣ ⩽ Cdg(x,y)

• 任意のu ∈ C∞(X;R)に対して，各点x ∈ Xにおいて，

u(x) =

∫
X

g(x,y)
(
∆u(y) +u(y)

)
dy

が成り立つ．

• 任意のx,y ∈ Xに対して，x 6= yならば，g(x,y) = g(y,x)である．

• 任意のx,y ∈ Xに対して，x 6= yならば，g(x,y) > 0である．
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Green函数の構成方法

u(x) =

∫
X

g(x,y)
(
∆u(y) +u(y)

)
dy

• ∆のスペクトル分解を用いて，g(x,y) =
∑ 1

1+ λj
ϕj(x)⊗ϕj(y)とする．

• ∂t − (∆+ 1)の熱核を構成してから，tについて積分する．

• Schwarzの核定理を用いて超函数核を構成してから，hypoellipticityで滑らかさを示す．

• Leviの方法

1. Euclid空間ではNewtonポテンシャルがあった．

2. カットオフ函数により多様体にNewtonポテンシャルを移植する．

3. 誤差項を評価する．

4. Neumann級数として摂動論的に誤差を補正する．

• Aubinの教科書の方法

1. 途中まではLeviの方法と同じ．

2. Neumann級数を途中までで切り上げて，L2methodを援用して誤差を補正する．

• LeeParkerの方法：Aubinの教科書の方法で，Lp評価を用いる．非コンパクトでの漸近展開が
出しやすい．

この講義では，最終日に時間が余ったら，Aubinの教科書の方法とLeviの方法を紹介したい．
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9. Taubesノルム



本当に解くべき方程式

今まではHelmholtz方程式
∆u+u = ϕ

の解法について述べてきた．

しかし，我々が本当に解くべき方程式は非線型である．具体的には，この方程式

∆Au+ u+H(∇u,∇u) + f(u) = ϕ
を解きたい．

では，この方程式の設定を説明する．
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本当に解くべき方程式のための設定

(X,g)を有向閉Riemann多様体として，EをX上のHermiteベクトル束とする．

以後，切断の間のC∞(X;R)加群としての線型写像と滑らかな束写像を同一視する．

Hを有界対称双線型束写像
H :

(
E⊗ T∗X

)
×
(
E⊗ T∗X

)
→ E

とする．すなわち，定数C > 0が存在して，任意のu,v ∈ C∞(X;E⊗ T∗X)に対して，∣∣H(u,v)
∣∣ ⩽ C|u||v|

が成り立つ．

定義 9.1

E上の接続Aが計量接続であるとは，任意のu,v ∈ C∞(X;E)に対して，Xの各点において，

d(u,v) = (∇u,v) + (u,∇v)

を充たすことである．

f ∈ C∞(X; End(E))とする．
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本当に解くべき方程式

(X,g)を有向閉Riemann多様体として，EをX上のHermiteベクトル束とする．

• 有界対称双線型形式H :
(
E⊗ T∗X

)
×
(
E⊗ T∗X

)
→ E

• 束写像f : E→ E

• 計量接続∇A : C∞(X;E)→ C∞(X;E⊗ T∗X)

を固定データとする．

さて，ϕ ∈ C∞(X;E)が与えられたとき，非線型偏微分方程式

∇∗A∇Au+u+H
(
∇Au,∇Au

)
+ f(u) = ϕ

を充たすuを見つけたい．

H
(
∇Au,∇Au

)
が非線型項である．

以後，∆A :=∇∗A∇Aとして，接続ラプラシアンと呼ぶ．
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何故この方程式を解きたいのか

∇∗A∇Au+u+H
(
∇Au,∇Au

)
+ f(u) = ϕ

この方程式は，四次元有向多様体の上の反自己双対方程式をモデルとしている．反自己双対方程式
を解きたいので，この方程式も解きたい．

F+(A0 +d∗A0
u) = F+(A0) +d+

A0
d∗A0

u+ (d∗A0
u∧d∗A0

u)+

d+
A0

d∗A0
u =

1

2
∇∗A0
∇A0

u+

(
S

6
−W+

)
u+ F+

A0
·u
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