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1 Introduction

(n+1)次元双曲空間Hn+1の向きを保つ等距離自己同型写像全体を Isom(Hn+1)と書く．Hn+1

は n次元球面 Snを理想境界にもち，その Snの向きを保つ等角自己同型写像全体をConf(Sn)と書
くとき自然な同一視 Isom(Hn+1) = Conf(Sn)が存在する．Isom(Hn+1)の離散部分群を (n+1)次
元クライン群という．通常，クライン群といえば n = 2の場合，すなわち Isom(H3) = Conf(S2)
の離散部分群のことを指す．この場合は 3次元トポロジーの研究と相まって深く研究されている．
一方で 4次元以上のクライン群を高次元クライン群ということにする．高次元クライン群に関す
る研究に関してはApanasov [2]やKapovich [6]などを参照されたい．
さて，高次元クライン群の中でも特に 4次元クライン群は，その極限集合が 3次元空間 S3 =

R3 ∪ {∞}の中のフラクタル集合であるため幾何学的直感が働くので，独自の面白さがあると思わ
れる．この方面では，具体的な 4次元クライン群の極限集合のコンピュータ画像を描く試みとして
Ahara-Araki [1]がある．これは極限集合が S2全体である 3次元クライン群の中で，Conf(S3)のな
かで離散性を保ったまま変形できる族を見つけたものである．また，4次元クライン群はquaternion
algebraを用いた扱いが可能である．これに関してはCao-Parker-Wang [5]やKido [7]を参照され
たい．
この論説でも，具体的な 3次元クライン群Γ ⊂ Conf(S2)をConf(S3)の中で離散性を保ちつつ変

形することを考える．ここで考える群は，１点穴あきトーラス群と呼ばれるものの中でもaccidental
parabolicを持つもの：すなわち商多様体H3/Γの理想等角境界が (0, 3)-曲面と (1, 1)-曲面からな
るものである．この群のConf(S2)の中での変形空間は１点穴あきトーラス群の Maskit sliceとし
てよく知られており，複素平面の部分領域として実現できる．ここでは，この群のConf(S3)の中
での変形空間が，Maskit sliceをその切り口として含むようなR3の部分領域として実現できるこ
とを示す．さらに，この変形空間の別の実 2次元の切り口として，別のタイプのクライン群 Γ′の
Conf(S2)での変形空間が現れることを示す．ここでΓ′はH3/Γ′の理想等角境界が 2つの (0, 3)-曲
面と 1つの (0, 4)-曲面からなるものである．
さらにAppendixでは上の結果の応用として，不連続領域が群不変な単連結成分を持つような 4

次元クライン群の具体例を与え，その変形空間を考える．この群はある 6面体（図 11）を基本領
域とする群として与えられる．2003年に荒木と糸が共同研究を始めた時，最初に考えた設定がこ
の群の変形であった．
この研究に関するコンピュータ・グラフィックスなどは
http://www.math.nagoya-u.ac.jp/~itoken/3d-maskit.html

を参照されたい．
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2 Preliminaries

2.1 Conf(Sn)

ここでは Conf(Sn)に関する基本事項をまとめる．ここの記述は主にMatsumoto [11]を参考に
した．その他に Apanasov [2], Berdon [4]なども参考になる．以下では主に n = 2, 3のときを扱
う．x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnに対して

|x| =
√

x2
1 + · · · + x2

n

と定める．Sn = Rn ∪ {∞}にはRnから定まる等角構造を入れる．向きを保つ Snの等角自己同型
写像全体を Conf(Sn)と書く．Conf(Sn)の任意の元は，Snに含まれる (n − 1)-次元球面に関する
inversionの偶数個の積として得られることが知られている．ここで (n− 1)-次元球面 σ ⊂ Snに関
する inversion Jσ は，σが中心 a ∈ Rn, 半径 r > 0の球面であるときは

Jσ(x) = r2 x − a

|x − a|2
+ a (1)

で定義され，σが∞を含む，すなわち σが (n − 1)-次元平面であるときはその平面に関する鏡映
変換で定義される．以下では，中心 0, 半径 1の単位球面に関する inversionを

J(x) =
x

|x|2

と書く．このとき式 (1)の Jσ に関して Jσ = r2J(x − a) + aが成り立つ．

Lemma 2.1. f ∈ Conf(Sn)に対して次が成り立つ：

(1) f(∞) = ∞のとき，ある λ > 0, P ∈ SO(3), u ∈ R3が存在して f(x) = λP (x) + uが成り
立つ．

(2) f(∞) 6= ∞のとき，ある λ > 0, P ∈ O(3) \ SO(3), u, v ∈ R3が存在して f(x) = λPJ(x−
u) + vが成り立つ．

Lemma 2.1 (2)の場合，f(u) = ∞と f(∞) = vに注意する．ここで中心 u, 半径
√

λの球面を
I(f), 中心 v, 半径

√
λの球面を I(f−1)と書く．このとき JI(f)(x) = λJ(x − u) + uを用いると

f(x) = P (JI(f)(x) − u) + v

が成り立つことが分かる．従ってfは I(f)の内側をI(f−1)の外側に写す．このI(f)をfの isometric
sphereと呼ぶ．
標準的埋め込み Rn ↪→ Rn+1を (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7→ (x1, . . . , xn, 0) ∈ Rn+1 と定める．このと

き，任意の f ∈ Conf(Sn)に対して一意的にある f̃ ∈ Conf(Sn+1)が存在して f̃ |Sn = f が成り立つ．
この f̃ ∈ Conf(Sn+1)を f ∈ Conf(Sn)の Poincaré extensionという．具体的には，f が 2k個の球
σ1, . . . , σ2k ⊂ Snの inversion の合成であるとき，f̃ は 2k個の球 σ̃1, . . . , σ̃2k ⊂ Sn+1の inversion
の合成である．ここで σ̃j は σj を含み Snに直交する球である．
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(n + 1)-次元双曲空間Hn+1の上半空間モデルを

Hn+1 = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |xn+1 > 0}; ds2 =
dx2

1 + · · · + dx2
n+1

x2
n+1

とする．任意の f ∈ Conf(Sn)に対して，その Poincaré extension f̃ ∈ Conf(Sn+1)はHn+1の向
きを保つ等距離同型を誘導する．従ってこの同一視の元で Isom(Hn+1) = Conf(Sn)が成り立つ．

Lemma 2.2 (Conf(Sn)の元の分類). f ∈ Conf(Sn) = Isom(Hn+1)とする．f はHn+1に固定点
を持つとき ellipticであるという．f が ellipticでないとき，f は Snに１つまたは２つの固定点を
持つ．固定点が１つの場合 f は parabolicといい，固定点が２つの場合 f は loxodromicという．さ
らに次が成り立つ：

(1) fがellipticとする．ここでのみ (n+1)-次元双曲空間の単位球モデルHn+1 = {x ∈ Rn+1 | |x| <

1}, ∂Hn+1 = Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1} で考える．このとき f(0) = 0 ならば，ある
P ∈ SO(n + 1)が存在して

f(x) = P (x)

が成り立つ．

(2) 以下では再び Sn = Rn ∪ {∞}で考える．

f が parabolicで f(∞) = ∞ならば，あるu ∈ Rn, u 6= 0と P ∈ SO(n) s.t. P (u) = uが存
在して

f(x) = P (x) + u

が成り立つ．

(3) f が loxodromicで f(0) = 0, f(∞) = ∞ならば，ある λ > 0, P ∈ SO(n)が存在して

f(x) = λP (x)

が成り立つ．

特に n = 3の場合について見ておく．f ∈ Conf(S3)が loxodromicであるとすると，P ∈ SO(3)
は必ず 1を固有値に持つので，f は Conf(S2)の loxodromicな元 g(τ) = λeiθτ, τ ∈ Cの Poincaré
extensionに共役である．また f ∈ Conf(S3)が parabolicのとき，f は写像 g(τ, z) = (eiθτ, z +
1), (τ, z) ∈ C×R ∼= R3 に共役である．特に f が写像 g(τ, z) = (τ, z + 1)に共役であるとき，f は
parabolic without rotationという．

Γ ⊂ Isom(Hn+1)がHn+1 に properly discontinuousに作用するとは，任意のコンパクト集合
K ⊂ Hn+1に対して γ(K)∩K 6= ∅となる γ ∈ Γが有限個であるときをいう．ΓがHn+1にproperly
discontinuousに作用するとき，Γをクライン群という．Isom(Hn+1) = Conf(Sn)の同一視の元に，
Γ ⊂ Isom(Hn+1)がクライン群であることと，Γ ⊂ Conf(Sn)が一様収束位相に関して離散的である
ことは同値である．従って，ある開集合U ⊂ Snが存在して γ(U)∩U 6= ∅となる γ ∈ Γが有限個で
あるとき，Γはクライン群になる．クライン群Γ ⊂ Conf(Sn)の region of discontinuity Ω(Γ) ⊂ Sn

を次の性質を満たす点 x ∈ Snの集合と定める：xのある近傍 U が存在して γ(U) ∩ U 6= ∅となる
γ ∈ Γは有限個である．Ω(Γ)の補集合 Λ(Γ) := Sn \ Ω(Γ) を Γの limit setという．
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2.2 (0, 3)-, (0, 4)- and (1, 1)-type gorups in Conf(S2)

以下では，ある群Gとその部分集合 S ⊂ Gが与えられたとき，S で生成される Gの部分群を
〈S〉で表すことにする．
種数 gの曲面から n個の点を取り除いたものを (g, n)-型曲面といいΣg,nで表す．中への同型写

像 ϕ : π1(Σg,n) → Conf(S2)が型を保つとは，π1(Σg,n)の punctureに対応する元が ϕによって
parabolic元に写されるときをいう．この節では (g, n) = (0, 3), (0, 4), (1, 1)の場合に，型を保つ
同型写像 ϕ : π1(Σg,n) → Conf(S2) の像の共役による正規化を調べる．π1(Σ0,4)や π1(Σ1,1)の生
成元は図１のように取る．

d

b

bd c

cd

Σ0,4

b

a [a, b]

Σ1,1

図 1: Σ0,4, Σ1,1と，その基本群 π1(Σ0,4) = 〈b, c, d〉, π1(Σ1,1) = 〈a, b〉の元のホモロジー類

Lemma 2.3 (groups of (0, 3)-type). 型を保つ中への同型写像 φ : π1(Σ0,3) = 〈b, c〉 → Conf(S2)
は共役により次の形にできる：

φ(b) = B, φ(c) = C; B(τ) = τ + 2, C(τ) =
τ

2τ + 1
.

Lemma 2.4 (groups of (0, 4)-type). η : π1(Σ0,4) = 〈b, c, d〉 → Conf(S2) を型を保つ中への同型
写像とし，さらに η(d)が parabolicとする．このときある µ ∈ Cが一意的に存在して，ηは次の
ηµ : π1(Σ0,4) = 〈b, c, d〉 → Conf(S2)に共役である：

ηµ(b) = B, ηµ(c) = C, ηµ(d) = Dµ; B(τ) = τ + 2, C(τ) =
τ

2τ + 1
, Dµ(τ) = C(τ − µ) + µ.

以下ではHµ = 〈B,C,Dµ〉と表す．

Lemma 2.5 (groups of (1, 1)-type). ρ : π1(Σ1,1) = 〈a, b〉 → Conf(S2) を型を保つ中への同型
写像とし，さらに ρ(b)が parabolicとする．このときある µ ∈ Cが一意的に存在して，ρは次の
ρµ : π1(Σ1,1) = 〈a, b〉 → Conf(S2)に共役である：

ρµ(a) = Aµ, ρµ(b) = B; Aµ(τ) =
1
τ

+ µ, B(τ) = τ + 2.

以下ではGµ = 〈Aµ, B〉と表す．
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0 1−1

µ

B

C

Dµ

0 1−1

µ

B

Aµ

図 2: HµとGµの基本領域（灰色の部分）

2.3 Maskit slices for (0, 4)- and (1, 1)-type groups.

µ ∈ Cに対して上のように ηµ, Hµ = 〈B,C,Dµ〉, ρµ, Gµ = 〈Aµ, B〉を定める．ここで

M0,4 = {µ ∈ C | ηµ : discrete, faithful},
M1,1 = {µ ∈ C | ρµ : discrete, faithful}

とおき，それぞれを (0, 4)-, (1, 1)-typeのMaskit sliceと呼ぶ．

図 3: Maskit slice M1,1の一部（図は 2iを中心とする１辺が 4の正方領域）

任意の µ ∈ Cに対して
C = A−1

µ BAµ, Dµ = AµBA−1
µ

が成り立つことがチェック出来る．従って常にHµ ⊂ Gµであり，これよりM1,1 ⊂ M0,4が分か
る．さらに次のことが知られている：

5



Proposition 2.6 (Kra [8]). M1,1 = 2M0,4が成り立つ．すなわち，写像C → C, τ 7→ 2τ はM0,4

からM1,1の全単射を与える．

実際HµとG2µは共役を除いて commensurableであることが示されて，µ ∈ M0,4と 2µ ∈ M1,1

が同値となる．

3 3-dimensional extension of M1,1

以下では平面 {(x, y, z) ∈ R3 | z = 0}をPz=0と書いたりする．また P̂z=0 := Pz=0∪{∞}と書く．
Conf(S2)のときと同様に，中への同型写像ϕ : π1(Σg,n) → Conf(S3)が型を保つとは，π1(Σg,n)

の punctureに対応する元が ϕによって parabolic without rotationに写されるときをいう．

3.1 (0, 3)- and (0, 4)-type groups in Conf(S3)

Lemma 2.3より，Conf(S2)の中で (0, 3)-type group (triangle group)は rigidであった．この事
実は Conf(S3)の部分群としても正しい．すなわち，次が成り立つ：

Proposition 3.1 (groups of (0, 3)-type). 型を保つ中への同型写像 φ : π1(Σ0,3) = 〈b, c〉 →
Conf(S3) は共役により次の形にできる：

φ(b) = B, φ(c) = C; B(x) = x + (2, 0, 0), C(x) = JBJ(x).

この群 〈B,C〉 ⊂ Conf(S3)は 〈B(τ) = τ +2, C(τ) = τ/(2τ +1)〉 ⊂ Conf(S2)のPoincaré extension
である．

Proof. 最初に Fix(B) 6= Fix(C)に注意する．実際 Fix(B) = Fix(C)とすると 2つの parabolic
without rotation B, C は可換となり 〈B,C〉が rank-2 freeであることに矛盾．従って，共役を
取ることで B(x) = x + (2, 0, 0)かつ C(0) = 0としてよい．parabolic without rotaiton C は
Fix(C) = 0を通る全ての球面∼= S2 を向きを込めて不変にすることに注意すると，群 〈B,C〉は球
面 P̂z=0 = Ĉ を向きを込めて不変にすることが分かる．従ってConf(S2)の (0, 3)-type groupの正
規化の話に帰着して結論を得る．

次に，Conf(S3)の (0, 4)-type groupはConf(S2)の (0, 4)-type group に共役であることを見る：

Proposition 3.2 (groups of (0, 4)-type). η : π1(Σ0,4) = 〈b, c, d〉 → Conf(S3) を型を保つ中への同
型写像とし，さらに η(d)が parabolic without rotationであるとする．このときある p = (p, q, 0) ∈
Pr=0が存在して，ηは次の ηp : π1(Σ0,4) → Conf(S3)に共役である：

ηp(b) = B, ηp(c) = C, ηp(d) = Dp ;

B(x) = x + (2, 0, 0), C(x) = JBJ(x), Dp(x) = C(x − p) + p.

ここで群Hp := 〈B,C,Dp〉はµ = p+qiに関する群Hµ = 〈B,C,Dµ〉 ⊂ Conf(S2) のPoincaré ex-
tensionである．さらにp = (p, q, 0) ∈ Pr=0は p-軸に関する角度π回転Rπ : (p, q, r) 7→ (p,−q,−r)
を除いて一意的である．
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Proof. B = η(b), C = η(c), D = η(d)で生成される群 〈B,C,D〉の部分群 〈B,C〉, 〈B,D〉がそれぞれ
(0, 3)-typeであることに注意する．ここで共役を取ることでB(x) = x+(2, 0, 0), C(x) = JBJ(x)
とすると，共役に関する残りの自由度は x-軸に関する回転のみである．ここで x-軸に関する回転で
Fix(D) = p ∈ Pz=0とでき，この pは x-軸に関する角度 π回転 Rπ : (p, q, r) 7→ (p,−q,−r) を除
いて一意的である．ここで (0, 3)-type group 〈B,D〉 を平行移動 Tp(x) = x + pで共役を取ること
で (0, 3)-type group 〈B, T−1

p DTp〉を得るが，Fix(T−1
p DTp) = 0であることから Proposition 3.1

の証明より T−1
p DTp = C が成り立つ．従ってD(x) = TpCT−1

p (x) = C(x − p) + pを得る．

任意のp = (p, q, r) ∈ R3に対して，Proposition 3.2のようにHp = 〈B,C,Dp〉を定めると，これ
は (0, 4)-type group であり，x-軸に関する回転による共役で群Hp′ (p′ = (p,

√
q2 + r2, 0) ∈ Pr=0)

に共役である．

3.2 (1, 1)-type group in Conf(S3)

ここでは (1, 1)-type groupの Conf(S3)における変形空間が Conf(S2)における変形空間より本
質的に大きくなっていることを見る．平面 Pz=0や Pr=0の点と Cの点を次のように同一視する：

Pz=0 3 x = (x, y, 0) ↔ τ = x + iy ∈ C,

Pr=0 3 p = (p, q, 0) ↔ µ = p + iq ∈ C.

この同一視の元で，平面 Pz=0
∼= Cに作用している群Gµ = 〈Aµ(τ) = 1/τ + µ,B(τ) = τ + 2〉の

Poincaré extensionは

Gp = 〈Ap, B〉; Ap(x) = ĴJ(x) + p, B(x) = x + (2, 0, 0)

と書ける．ただし Ĵ(x, y, z) = (x,−y, z)は平面 Py=0に関する inversionとする．ここでパラメー
タ pをR3の中で動かしても，B, [A,B]が parabolic without rotationという性質が保たれること
は容易に見ることが出来る．逆に Gµ ⊂ Conf(S2)の Conf(S3)における変形はこの形に正規化さ
れる：

Theorem 3.3 (groups of (1, 1)-type). ρ : π1(Σ1,1) = 〈a, b〉 → Conf(S3) を型を保つ中への同型写
像とし，さらに ρ(b)が parabolic without rotationであるとする．このときある p = (p, q, r) ∈ R3

が存在して，ρは次の ρµ : π1(Σ1,1) → Conf(S3)に共役である：

ρp(a) = Ap, ρp(b) = B; Ap(x) = ĴJ(x) + p, B(x) = x + (2, 0, 0).

さらに p = (p, q, r) ∈ R3は p-軸に関する角度 π回転Rπ : (p, q, r) 7→ (p,−q,−r) を除いて一意的
である．以下ではGp = 〈Ap, B〉と表す．

Proof. ρ(a) = A, ρ(b) = Bとおく．最初にFix(A)∩Fix(B) = ∅に注意する．実際，x ∈ Fix(A)∩
Fix(B)とすると，x ∈ Fix(ABA−1B−1) = Fix([A, B])が成り立つ．ここで B, [A,B]が parbolic
without rotationであるのでBと [A, B]は可換となるが，これは群 〈A, B〉が freeであることに矛
盾する．
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従って，共役を取ってB(∞) = ∞, A(0) = ∞とする．残っている共役の自由度は 0中心の拡大
と SO(3)の元による回転である．いま原点 0中心の拡大による共役をとることで，Aの isometric
sphereの半径を 1とする．このときLemma 2.1より，ある p,u ∈ R3と P ∈ (3) \SO(3)が存在し
てA(x) = PJ(x) + p, B(x) = x + uと書ける．ここで v ∈ R3方向の平行移動を Tv(x) = x + v

と書くことにすると

A(x) = TpPJ(x), B(x) = Tu(x), A−1 = JP−1T−p(x), B−1(x) = T−u(x)

となる．このときA−1B−1AB = A−1B−1[A, B]BAを計算すると

A−1B−1AB(x) = JP−1T−pT−uTpPJTu(x)

= JP−1T−uPJTu(x)

= JT−P−1(u)JTu(x)

となる．ただし最後の等号は，P が線形なので P−1T−uP (x) = P−1(P (x)−u) = x− P−1(u) =
T−P−1(u)(x)が成り立つことを用いた．
いま SO(3)の元Qで共役を取ることで，始めから

u = (u, v, 0), P−1(u) = (u,−v, 0), u, v ≥ 0

の形をしているとしてよい．（実際，Q ∈ SO(3)としてu, P−1(u) ∈ R3を (u, v, 0), (u,−v, 0) ∈ R3

にそれぞれ移すものを取ればよい．）このとき u, P−1(u)が平面 Pz=0に含まれているので，写像
A−1B−1AB(x) = JT−P−1(u)JTu(x) はその形から球面 P̂z=0を不変にする．さらに Pz=0 3 x =
(x, y, 0) ↔ τ = x + iy ∈ C, Pz=0 3 u = (u, v, 0) ↔ µ = u + iv ∈ C の同一視のもとで，写像
x 7→ A−1B−1AB(x) = JT−P−1(u)JTu(x) は τ 7→ τ + µ

−µτ + 1 − µ2
に対応し，その行列表現は

(
1 µ

−µ 1 − µ2

)
∈ PSL2(C)

となる．従ってA−1B−1ABが parabolicである必要十分条件はRe µ ≥ 0より µ = 2である．従っ
て u = P−1(u) = (2, 0, 0)を得る．
さてここで u = P−1(u)より，上で取ったQ ∈ SO(3)の取り方にはさらに x-軸に関する回転分

の自由度があることに注意する．いま x-軸に関する角度 θ ∈ Rの回転を Rθ ∈ SO(3)と書くこと
にする．いま P ∈ O(3) \ SO(3)は x-軸を固定するので，ある ϕ ∈ Rが存在して P = RϕĴ と書け
る．ここで任意の θに対して，ĴR−θ = RθĴ と JRθ = RθJ が成り立つことを用いると

RθAR−1
θ (x) = Rθ(RϕĴJR−θ(x) + p) = Rϕ+2θĴJ(x) + Rθ(p), RθBR−1

θ (x) = B(x)

を得る．従って θ ≡ −ϕ/2 (mod π)なるRθで共役をとり，Rθ(p)を改めて pとおけば，求める正
規化 A(x) = ĴJ(x) + p, B(x) = x + (2, 0, 0) を得る．特に p ∈ R3はRπ の作用を除いて一意的
である．

ここで
M̃1,1 = {p = (p, q, r) ∈ R3 | ρp : faithful, discrete}
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とおく．このとき定義から
M̃1,1 ∩ Pr=0 = M1,1

が成り立つ．ただしM1,1 ⊂ C ∼= Pr=0と見ている．
任意の p ∈ R3に対して上のようにHp = 〈B,C,Dp〉とGp = 〈Ap, B〉を定めると，

C = A−1
p BAp, Dp = ApBA−1

p

が成り立つので，常にHp ⊂ Gpである．いま，上と同じくRθ ∈ SO(3) ⊂ Conf(S3)を x-軸に関
する角度 θ ∈ S1 = R/2πZ回転と定義する．さらにC 3 µ = p + iq ↔ p = (p, q, 0) ∈ Pr=0の同一
視の元にRθ(µ) := Rθ(p) = (p, q cos θ, q sin θ)と定める．このとき次が成り立つ：

Theorem 3.4. ⋃
θ∈S1

Rθ({µ ∈ C | |Im µ| ≥ 2}) ⊂ M̃1,1 ⊂
⋃

θ∈S1

Rθ(M0,4)

Proof. p ∈ M̃1,1とするとGpは discreteであるが，Hp ⊂ GpよりHpも discreteである．ここで
p = Rθ(µ)を満たす µ ∈ Cを取るとHp = RθHµR−1

θ が成り立つ（ここでHµ ⊂ Conf(S3)と見て
いる）ので µ ∈ M0,4を得る．
一方で p ∈

⋃
θ∈S1 Rθ({µ ∈ C | |Imµ| ≥ 2}) ならば，Poincaréの多面体定理よりGpが discrete

であることが分かる．

3.3 q = 0平面

この節では p ∈ Pq=0 の場合を考える．ここでの目標は M̃1,1 ∩ Pq=0 = Rπ
2
(M0,4) (Theorem

3.6)を示すことである．いま，p ∈ Pq=0のとき群Gp = 〈Ap, B〉は球面 P̂y=0を不変にすることに
注意する．ここでAp(x) = ĴJ(x)+pは球面 P̂y=0の向きを入れ替える．いま，平面Py=0や Pq=0

の点と Cの点を次のように同一視する：

Py=0 3 x = (x, 0, z) ↔ τ = x + iz ∈ C,

Pq=0 3 p = (p, 0, r) ↔ µ = p + ir ∈ C.

このときGpの P̂y=0
∼= Ĉへの作用は

Gµ = 〈Eµ, B〉; Eµ =
1
τ

+ µ, B(τ) = τ + 2

と書ける．ここでEµは Ĉの向きを変える等角写像であり，E2
µ = A2

µが成り立つ. いまG′
µ ⊂ Gµ

を向きを保つ元から成る位数 2の部分群とすると

G′
µ = 〈E2

µ, E−1
µ BEµ, B〉

が成り立つ．実際G′
µ ⊂ Conf(S2)と [Gµ : G′

µ] = 2がチェックできる．さらに

E−1
µ BEµ(τ) =

τ

2τ + 1
= C(τ), EµBE−1

µ (τ) = Dµ(τ) = C(τ − µ) + µ

9



が成り立つので G′
µはHµ = 〈B,C,Dµ〉を無限位数の部分群として含み，G′

µ = 〈Hµ, E2
µ〉が成り

立つ．ここでKlein-Maskit combination theoremを用いるとG′
µが discreteである必要十分条件

はHµ が discreteであることを示すことが出来る．これより Theorem 3.6の主張を得るが，後に
Theorem 3.6の拡張 (Theorem 3.7)の証明に用いることも考えて，ここでは Conf(S3)に関する
combination Theorem [10] (cf. [2])を準備する：

Theorem 3.5 (Klein-Maskit combination Theorem II). H ⊂ Conf(S3)を離散群，J1, J2 をH

の部分群，B1, B2 ⊂ S3を closed topological ball とする．さらにA ∈ Conf(S3)とする．これらが
次の条件を満たすとき，G = 〈H,A〉は discreteでG ∼= H∗Aが成り立つ．ここでH∗AはH のA

によるHNN-extension (cf. [10])である：

(1) i = 1, 2に対して B̊iは (Ji,H)-invariantである．すなわち任意のh ∈ Jiに対してh(B̊i) = B̊i

であり，任意の h ∈ H \ Jiに対して h(B̊i) ∩ B̊i = ∅ である．

(2) 任意の h ∈ H に対して h(B̊1) ∩ B̊2 = ∅.

(3) S3 \
⋃

h∈H h(B1 ∪ B2)は開集合を含む．

(4) AはB1の内部からB2の外部への同相写像である．すなわちA(B̊1)∩ B̊2 = ∅とA(∂B1) =
∂B2が成り立つ．

(5) J2 = AJ1A
−1.

注：(1), (2)はΩ(H)/Hの中に B̊1/J1と B̊2/J2 がそれぞれ埋め込まれていて互いに交わらない
ということを保証する．(3)はΩ(H)/H \ (B1/J1 ∪B2/J2)が内点を持つことを意味する．(4), (5)
はAに関する条件で，Ω(H)/H から B̊1/J1と B̊2/J2を取り除いたときに出来る境界がAの作用
によりうまく張り合わされることを保証する．

Outline of proof. F = S3 \
⋃

h∈H h(B1 ∪ B2)は H-不変の開集合を含むので開集合 Ω ⊂ F を
h(Ω) ∩ Ω = ∅ となるように取る．φ : H∗A → G = 〈H,A〉を自然な準同型とすると，任意の
g ∈ H ∗A \{id}に対して φ(g)(Ω) ∩ Ω = ∅ が言える．従って ϕは同型でG = H∗Aは離散的であ
ることが分かる．

Theorem 3.6. M̃1,1 ∩ Pq=0 = Rπ
2
(M0,4).

ここで Pq=0 = Rπ
2
(C)に注意する．

Proof. p ∈ M̃1,1 ∩ Pq=0ならば p ∈ Rπ
2
(M0,4)であることは Theorem 3.4より分かる．逆に p ∈

Rπ
2
(M0,4)とする．このときHp = 〈B,C,Dp〉 ⊂ Gpはdiscreteである．このときにGp = 〈Hp, Ap〉

も discreteになることをKlein-Maskit combination theorem IIを用いて示す．いま

B1 = {(x, y, z) ∈ R3 | z ≤ 0} ∪ {∞}, B2 = {(x, y, z) ∈ R3 | z ≥ r} ∪ {∞}

J1 = 〈B,C〉, J2 = 〈B,Dp〉
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とおき，H = Hp, A = Apに対してTheorem 3.4の条件を確認する（図 4参照）．いまp = Rπ
2
(µ),

µ ∈ M0,4 とすると，Hp は Hµ の Ĉ ∼= P̂y=0 への作用の Poincaré extension とみなせるので，
条件 (1),(2), (3)はよい．さらに条件 (4)もよく，C = A−1

p BAp, Dp = ApBA−1
p より条件 (5)

J2 = ApJ1A
−1
p も成り立つ．従って Theorem 3.5よりGp = 〈Hp, Ap〉は discreteとなり，さらに

Gp
∼= Hp∗Ap より ρp : π1(Σ1,1) → Gpは同型写像である．以上より p ∈ M̃1,1が示された.

3.4 Bending deformations

Theorem 3.6より p ∈ Rπ
2
(M0,4)ならばGpが discreteであるが，ここではある ϕ0 > 0が存在

して，離散性を保ったままの自然な変形 {GRϕ(p) | − ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ0} が可能であることを見る．こ
の変形は，双曲 4次元多様体H4/Gpをその totally geodesicな 3次元部分多様体に沿って bending
したものと見なせる．

Theorem 3.7. ある ϕ0 ∈
(
0, π

2

)
が存在して任意の θ ∈

[
π
2 − ϕ0,

π
2 + ϕ0

]
に対して

M̃1,1 ∩ Rθ(C) = Rθ(M0,4)

が成り立つ．

Proof. p ∈ M̃1,1 ∩ Rθ(C)ならば p ∈ Rθ(M0,4)であることは Theorem 3.4より分かる．逆に
p ∈ Rθ(M0,4)とする．このとき Hp は discreteであるが，Gp = 〈Hp, Ap〉も discreteになるこ
とを，Combination Theorem (Theorem 3.5) を用いて示す．p = (p, q, r) に対して B1, B2 と
J1, J2 ⊂ Hp をTheorem 3.6の証明と同様に定める（図 4参照．）このときTheorem 3.5の条件 (4),
(5) は同様に成り立つので，条件 (1), (2), (3)が成り立つことを見る．ここで，ある µ ∈ M0,4

が存在して p = Rθ(µ)であるので，群Hpは球面 Rθ(Ĉ)を不変にし，その作用は Rθ(Ĉ) ∼= Ĉの
同一視のもとに Hµ の Ĉへの作用に等しい．さらに，この同一視の元で B′

1 := B1 ∩ Rθ(Ĉ)と
B′

2 := B2 ∩ Rθ(Ĉ)はそれぞれ {τ ∈ C | Im (τ) ≤ 0} ∪ {∞} と {τ ∈ C | Im (τ) ≥ Im (µ)} ∪ {∞} に
対応する．ここで，群Hpの球面Rθ(Ĉ)への作用に関して B̊′

iが (Ji,Hp)-invariant, かつ，任意の
h ∈ Hpに対して h(B̊′

1) ∩ B̊′
2 = ∅ が成り立つことに注意する．

以下では θ ≤ π/2と仮定し，ϕ = π/2 − θ とおく．ここで任意の h ∈ Hp に対して Rθ(Ĉ)と
h(Bi) の位置関係について考察する．S3 \ Rθ(Ĉ)は２つの open 3-ball D1, D2 から成る．ここで
D1として，D1∩B1の内角が π/2+ϕである方を取る．ここで，一般に S3の中の２つの球K1,K2

の交わり K1 ∩ K2 (6= ∅) に対して，その 2つの面の交わる角度を K1 ∩ K2 の内部で測ったもの
ψ (0 < ψ < π)をK1 ∩K2の内角ということにする．任意の h ∈ Hpに対して，hはRθ(Ĉ)を向き
を込めて不変にするので h(D1 ∩B1) = D1 ∩ h(B1)が成り立ち，hは等角写像なのでD1 ∩ h(B1)
の内角も π/2 + ϕである．同様に，D1 ∩ B2の内角が π/2 − ϕであり，任意の h ∈ Hpに対して
もD1 ∩ h(B2)の内角は π/2 − ϕである．

(1) ここで B̊1が (J1,Hp)-invariantであることを見る．(B2が (J2,Hp)-invariantであることも
同様である．）まず，任意の h ∈ J1 に対して h(B̊1) = B̊1 は定義から明らかである．次に任意の
h ∈ H \ J1に対して B̊1 ∩ h(B̊1) = ∅ を示す．B̊1や h(B̊1)がRθ(Ĉ)に関してD1 の方にせり出し
ているので，(D1 ∩ B̊1) ∩ (D1 ∩ h(B̊1)) = ∅ を示せばよい．ここでD1 ∩ B̊1とD1 ∩ h(B̊1)それ
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ぞれの内角が π/2 + ϕであり，それぞれ B̊′
1と h(B̊′

1)を１つの面に持つので，下の lemma 3.8よ
り，ある ϕ0が存在して ϕ < ϕ0ならば (D1 ∩ B̊1) ∩ (D1 ∩ h(B̊1)) = ∅が成り立つ．

(2) 次に，任意の h ∈ Hpに対して h(B̊1) ∩ B̊2 = ∅ であることは，やはりD1に制限して考え
れば，D1 ∩ h(B1)とD1 ∩ B2のそれぞれの内角が π/2 + ϕと π/2 − ϕであることと，それぞれ
が h(B̊′

1)と B̊′
2を１つの面に持つことから従う．

(3) 最後に S3 \
⋃

h∈Hp
h(B1 ∪ B2)が開集合を含むことを示す．このことは h(Bi) (i = 1, 2)が

Rθ(Ĉ)と交わり，その半径は r/2以下であることから明らかである．

Py=0

B1

B2

Dp(B1)

C(B2)

0

p

Rθ(C)

B1

B2

Dp(B1)

C(B2)

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

0

p

D1

D2

図 4: Theorem 3.6（左）と 3.7（右）の証明の説明図．

ここでµ ∈ M0,4に対してHµを考える．Hµの (0, 3)-type subgroup 〈B,C〉で不変なΩ(Hµ)の成
分は B̊′

1 := {τ ∈ C | Im (τ) < 0}であり，〈B,Dµ〉で不変な成分は B̊′
2 := {τ ∈ C | Im (τ) > Im (µ)}

である．H3/Hµの convex coreの相対境界は２つの totally geodesic (0, 3)-surfaceを含み，それ
ぞれは理想境界 B̊′

1/〈B,C〉, B̊′
2/〈B,Dµ〉と面している．

Lemma 3.8 (Basmajian [3]). ある k0 > 0が存在して，任意の µ ∈ M0,4に対して，H3/Hµの中
で 〈B,C〉 ⊂ Hµ に対応する totally geodesic (0, 3)-surface Σは双曲距離に関する k0-近傍を持つ．
すなわち，普遍被覆 π : H3 → H3/Hµ に関するΣの逆像 π−1(Σ)の各連結成分は互いに交わらな
い k0-近傍を持つ．

上の主張で π−1(Σ)の１つの連結成分 Σ̃は，理想境界 ∂H3 = Ĉ と垂直に交わる半球面であり，
その k0-近傍の相対境界の２つの連結成分は，それぞれ Σ̃と ∂H3において角度 ϕ0 = ϕ0(k0) で交
わる境界付き球面であることに注意する．また，群Hµの対称性から，上の主張は部分群 〈B,Dµ〉
に関する totally geodesic surfaceに関しても同様に成り立つ．

Outline of proof. Basmajian [3]の結果はより一般の設定におけるものである．証明は容易なので
ここにアウトラインを述べる．Σの逆像π−1(Σ) ⊂ H3の２つの連結成分を Σ̃と Σ̃′とする．ここで，
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ある k0 > 0が存在して dH3(Σ̃, Σ̃′) ≥ k0 となることを示したい．いま Σ̃′の Σ̃への nearest point
retractionの像∆ ⊂ Σ̃を考えると，任意の g ∈ StabHµ(Σ̃)に対して g(∆)∩∆ = ∅である．従って
Area(∆) ≤ Area(Σ)であり，求める k0 > 0の存在が言える．特に，この k0 > 0は µ ∈ M0,4の取
り方に依らない．

3.5 p = 0平面

ここでは p ∈ Pp=0の場合を考える．この平面Pp=0と M̃1,1の交わりは，平面Pr=0やPq=0の場
合と異なり，その境界がフラクラル集合ではなく加算個の解析的曲線から成ることを見る (Theorem
3.10)．

Definition 3.9 (Ford region). Kleinian group Γ ⊂ Conf(S3)の任意の g ∈ Γ \ {id}に対して
g(∞) 6= ∞が成り立つとき，

Ford(Γ) :=
⋂
g∈Γ

E(g)

は群 Γの基本領域となる．ここで E(g)は gの isometric sphereの外側，すなわち S3 \ I(g)の∞
を含む連結成分である．この Ford(Γ)を Γの Ford domainと呼ぶ．

Theorem 3.10. p ∈ Pp=0とする．このとき p ∈ M̃1,1となる必要十分条件は，任意の n ∈ Zに対
して radi (I(An

p)) ≤ 1となることである．さらに radi (I(An
p)) = 1となる必要十分条件は [An

p, B]
が parabolicとなることである．

Proof. p ∈ Pp=0 より Ap は平面 Px=0 を固定するので，任意の nに対して I(An
p)の中心は平面

Px=0に含まれることに注意する．従って，radi (I(An
p)) ≤ 1 (∀n ∈ Z)と仮定すると，〈Ap〉のFord

domain
Ford(〈Ap〉) =

⋂
n∈Z

E(An
p)

が {(x, y, z) ∈ R3 | |x| ≥ 1}を含む．このときPoincaréの多面体定理よりFord(〈Ap〉)∩{(x, y, z) ∈
R3 | |x| ≤ 1} がGp = 〈Ap, B〉の基本領域となりGpは discreteである．
逆に，ある nに対して radi (I(An

p)) > 1と仮定すると，下の Lemma 3.11より [An
p, B]は elliptic

となる．この元の orderが無限ならば non-discreteになり，有限ならばGpは free groupでなくな
る．いずれにしても p 6∈ M̃1,1である．

radi (I(An
p)) = 1 ⇔ [An

p, B] : parabolic, も下の lemmaから従う．

Lemma 3.11. f ∈ Conf(S3)は loxodromicで f(∞) 6= ∞ かつ球面 P̂x=0 を向きを込めて固定
するとする．また B(x) = x + (2, 0, 0)とする．このとき [f,B]が loxodromic, parabolic without
rotation, elliptic となる必要十分条件はそれぞれ radi (I(f)) < 1, = 1, > 1である．

Proof. f−1(∞)と f(∞)は平面Px=0に含まれることに注意する．ここで平面Px=0を保つ平行移動
で共役をとって f−1(∞) = 0としてよい．またu = f(∞)とおく．このとき I(f)の中心は0, I(f−1)
の中心は uである．ここで e1 = (1, 0, 0)とおくとき，ある P ∈ O(3) \ SO(3) s.t. P (e1) = e1

が存在して f(x) = PJI(f)(x) + uと書ける．これは Px=0
∼= Cの同一視の元で f ∈ Conf(S3)
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は f(τ) = λ/τ + µの形の Conf(S2)の元の Poincaré extension であることから分かる．ここで
r = radi I(f)とおく．
まず r = 1の場合を考える（図 5参照）．このとき，球面 S1 := B(I(f−1))の外側は [f,B] =

fBf−1B−1によって中心 u + 3
4e1半径 1

4 の球面 S2の内側に移される．実際 S1はB−1で I(f−1)
に，次に f−1で I(f)に，次にBでB(I(f))に，最後に f で S2に移る．ここで S1と S2はu + e1

において接しており，[f,B]は点 u + e1を固定する．さらに，この点における [f,B]の微分が id
であることもわかるので，この場合 [f,B]は parabolic without rotationである．
同様に考えて r < 1のときは S1と S2が交わらないので [f,B]は loxodromicとなり，r > 1の

ときは [f,B]は円周 S1 ∩ S2の各点を固定するので ellipticとなる．

Px=0

Px=1

Px=−1

Py=0

0 u

e1 u + e1

B
f

S1

S2 = [f,B](S1)

I(f−1)

I(f)

B(I(f))

図 5: Lemma 3.11の証明の r = 1の場合の説明．図は z-軸方向から眺めたもの．

平面 Px=0や Pp=0の点と Cの点を次のように同一視する：

Px=0 3 x = (0, y, z) ↔ τ = y + iz ∈ C,

Pp=0 3 p = (0, q, r) ↔ µ = q + ir ∈ C.

このときAp(x) = ĴJ(x) + pの平面 Px=0への制限はAµ(τ) = − 1
τ + µとなり，その行列表示は

Aµ =

(
µ 1
−1 0

)

となる．ここで

(Aµ)n =

(
an bn

cn dn

)

と書くとき，I(An
µ)の半径は 1

|cn| , 中心は−dn
cn
である．ここで(

an+1 bn+1

cn+1 dn+1

)
=

(
µ 1
−1 0

)(
an bn

cn dn

)
=

(
µan − cn µbn − dn

an bn

)
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より an+1 = µan − cn, cn+1 = anが成り立つ．これより

c1 = 1, c2 = µ, cn+2 = µcn+1 − cn (n ∈ N)

という漸化式を得る．特に cn = cn(µ)は µに関するmonicな (n−1)-次多項式である．具体的には

c3 = µ2 − 1,

c4 = µ3 − 2µ,

c5 = µ4 − 3µ2 + 1, · · ·

である．Theorem 3.10より

M̃1,1 ∩ Pp=0 = {µ ∈ C | |cn(µ)| ≥ 1 (∀n ∈ Z)}

である．ただしここで Pp=0と Cを同一視している．この領域の境界の様子は図 6, 7を参照され
たい．最後に図 10に群Gpの limit set Λ(Gp) の様子を表すコンピュータ画像を載せた．

0. 5 1 1. 5 2

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

1

n = 2

n = 3

n = 4

図 6: n = 2, 3, 4, 10の場合の |cn(µ)| = 1となる集合．ラベルしてないものは n = 10に対応．

-2 -1 0 1 2

-1

-0.5

0

0. 5

1

図 7: |cn(µ)| ≤ 1となる領域を 2 ≤ n ≤ 20まで重ね合わせたもの．重なりが多いほど色を濃くし
ている．
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0

p

q

r

(0, 2, 0)

(0, 0, 1)

(2, 0, 0)

図 8: M̃1,1と平面 Pp=0, Pq=0, Pr=0との交わり．

図 9: 山下靖氏（奈良女子大）による数値実験的なM̃1,1の絵．non-discreteの方から近似している．
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(p,q,r)=(0, 2 ,0) (p,q,r)=(-0.1, 1.8, 0.1)

(p,q,r)=(0, 1.9, 0.04) (p,q,r)=(0.2, 1, 0.5)

(p,q,r)=(-0.2, 0.3, 0.8) (p,q,r)=(0, 0, 1)

図 10: Λ(Gp)のコンピュータ・グラフィックス．limit setの点は zの値に応じて明るさを変えて
ある．
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4 Appendix （torsionのある場合）

p = (p, 0, 0), p > 2に対して次のような 6面体（図 11参照）

Dp =
{

x = (x, y, z) ∈ R3
∣∣∣ |x| ≤ 1/

√
2, |z| ≤ 1/

√
2, |x| ≥ 1, |x − p| ≥ 1

}
(2)

を取り，その対面の張り合わせ写像から生成される Conf(S3)の離散部分群

Kp = 〈Ap, B,C〉; Ap(x) = ĴJ(x) + p, B(x) = x + (
√

2, 0, 0), C(x) = x + (0, 0,
√

2) (3)

を考える．この節ではこの群KpのConf(S3)における変形空間を考えたい．その準備として，ま
ず cone angle π(= 2π/2)の特異点を 1つ持つトーラス Σ1,0;2 と同型な Conf(S3)の中のクライン
群を考える．ここで orbifold Σ1,0;2の基本群 π1(Σ1,0;2)は抽象群 〈a, b | [a, b]2 = id〉に同型である．

図 11: 基本領域D (p = 4の場合）

Theorem 4.1 (groups of (1, 0; 2)-type). ρ : π1(Σ1,0;2) = 〈a, b | [a, b]2 = id〉 → Conf(S3) を中
への同型写像とし，さらに ρ(b)が parabolic without rotationであるとする．このときある p =
(p, q, r) ∈ R3が存在して，ρは次を満たす ρp : π1(Σ1,0;2) → Conf(S3)に共役である：

ρp(a) = Ap, ρp(b) = B; Ap(x) = ĴJ(x) + p, B(x) = x + (
√

2, 0, 0).

さらに p = (p, q, r) ∈ R3は p-軸に関する角度 π回転Rπ を除いて一意的である．

Proof. 証明はTheorem 3.1と同様である．ただし，A = ρ(a), B = ρ(b)に対してFix(A)∩Fix(B) =
∅を示すのに，もう少し丁寧に議論する必要がある．いまFix(A)∩Fix(B) 6= ∅と仮定する．共役
を取って∞ ∈ Fix(A)∩Fix(B)とすると，Lemma 2.1よりA(x) = λP (x)+u, B(x) = x+vの形
に書ける．このとき計算から [A,B](x) = x +λP (v)−vとなるので，[A,B]は parabolic without
rotationであり，かつ [A,B](∞) = ∞が成り立つ．従ってBと [A,B]は可換となるが，これは群
〈A,B〉が 〈a, b | [a, b]2 = id〉に同型であることに矛盾する．
以下は Theorem 3.1と同様に考えると，A−1B−1ABに PSL2(C)の元(

1 µ

−µ 1 − µ2

)
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が対応し，条件 [A,B]2 = idより µ =
√

2が分かる．従って求める正規化を得る．

ここで (3)で与えたクライン群Kp = 〈Ap, B,C〉 ⊂ Conf(S3)において，B,Cは可換な parabolic
without rotaitonであり，部分群 〈Ap, B〉と 〈Ap, C〉は (1, 0; 2)-typeで，部分群 〈Ap, BC〉は (1, 1)-
typeであることに注意する．逆にTheorem 4.1を用いるとこのような群は次のように特徴付けら
れる：

Theorem 4.2. 抽象群 g = 〈a, b, c | [a, b]2 = [a, c]2 = [b, c] = id〉から Conf(S3)の中への同型写像
ψ : g → Conf(S3) において ψ(b), ψ(c), ψ([a, bc])が parabolic without rotationであるとする．この
ときある p ∈ R3が一意的に存在して，ψは次を満たす ψp : g → Conf(S3)に共役である：

ψp(a) = Ap, ψp(b) = B, ψp(c) = C;

Ap(x) = ĴJ(x) + p, B(x) = x + (
√

2, 0, 0), C(x) = x + (0, 0,
√

2).

Proof. まず gの部分群 〈a, b | [a, b]2 = id〉に注目すると，Theorem 4.1よりある p ∈ R3が存在し
て ψ(a) = Ap, ψ(b) = Bとしてよい．このとき C = ψ(c)は Bと可換な parabolic rotationであ
るのでC(∞) = ∞となる．いまApの isometric sphereを半径 1に正規化しているのでTheorem
4.1とTheorem 3.3よりCは長さ

√
2の平行移動であり，BCは長さ 2の平行移動である．従って

Bと C の平行移動の方向は直交する．また，pは一意的に決まることも分かる．

ここで次のように定める：

N = {p = (p, q, r) ∈ R3 |ψp : faithful, discrete}.

このとき Poincaréの多面体定理より次が言える：

Lemma 4.3. N ⊃ {p = (p, q, r) ∈ R3 | |p| ≥ 2}.

群 Kp の変形空間 N は，Kp 部分群 〈Ap, B〉, 〈Ap, C〉, 〈Ap, BC〉の Conf(S2)での変形空間を
スライスとして含んでいると思われる．次にこれを予想の形で書く．いま，M1,1 のときと同様
に，µ ∈ Cに対して ρµ : π1(Σ1,0;2) = 〈a, b | [a, b]2 = id〉 → Conf(S2)を ρµ(a) = Aµ, ρµ(b) = B,
Aµ(τ) = 1/τ + µ, B(τ) = τ +

√
2 と定め

M1,0;2 = {µ ∈ C | ρµ : discrete, faithful}

とおく．M1,0;2 ⊂ Pr=0 ⊂ R3とみて，それを q-軸に関して π
2 回転したものをRπ

2
(M1,0;2) と書く．

またM1,1 ⊂ Pr=0 ⊂ R3 を q-軸に関して π
4 回転したものをRπ

4
(M1,1) と書く．このとき，N が平

行移動 (0,
√

2 m,
√

2 n)に関して不変であることを考え合わせると，次が成り立つと予想される：

Conjecture 4.4.

N ⊃
⋃

m,n∈Z
(0,

√
2m,

√
2n) + (M1,0;2 ∪ Rπ

2
(M1,0;2) ∪ Rπ

4
(M1,1)).
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次にKpの極限集合 Λ(Kp)について考える．まず，Kpの不連続領域 Ω(Kp)はDpの軌道から
なる連結，単連結な成分を持つことに注意する．これよりΛ(Kp)は連結である．次にA−1

p BAp =
JBJ, A−1

p CAp = JCJ であることに注意すると

L := 〈B,C, JBJ, JCJ〉 ⊂ Kp

が成り立つ．ここで L ⊂ Conf(S3)は球面 P̂y=0を不変にし，P̂y=0
∼= Ĉの同一視の元に，次の元

で生成される Conf(S2)の部分群 L′ := 〈B,C, B̄, C̄〉の Poincaré extensionである：

B(τ) = τ +
√

2, C(τ) = τ + i
√

2, B̄(τ) =
τ√

2τ + 1
, C̄(τ) =

τ

i
√

2τ + 1
.

この群 L′ ⊂ Conf(S2)は，頂点が全て理想境界 Ĉにある正 8面体を基本領域 (⊂ H3)に持つので
第一種クライン群であり，従ってΛ(L) = P̂y=0である．また球面Λ(L)の内部（y < 0の領域）は
(Kp, L)-invariantであることも分かる．これよりΛ(Kp)は球面Λ(L)の軌道より成る「雪だるま」
状の連結な集合である（図 13参照）．

図 12: N の（境界の）数値実験的な描画の試み：N の中で parabolicに変形可能であろうwordを
推測し，その「pleated rayもどき」を描かせた．ここでは quaternion algebraを用いた parabolic
elementの特徴付け (cf. Kido [7])を用いている．底辺の正方形の範囲は 0 ≤ p, q ≤

√
2である．
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