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1 Part Iの補足

1.1 自由環K⟨x1, x2, . . . , xk⟩

文字 x1, x2, . . . , xkを有限個並べたもの

w = xi1xi2 · · ·xim

を語 (word)と呼ぶ．空の語を 1とかく．２つの語 w = xi1xi2 · · ·xim , w′ = xj1xj2 · · ·xjm′

の積 ww′は，連結
ww′ := xi1xi2 · · ·ximxj1xj2 · · ·xjm′

で定義される．語のK線形結合からなる集合K⟨x1, x2, . . . , xk⟩と書く．和と積が自然に定
義され，K⟨x1, x2, . . . , xk⟩は（非可換）環となる．1が積の単位元で，0が和の単位元であ
る．K⟨x1, x2, . . . , xk⟩の元は，

5x1x2x
2
1 + 2x5x3x2x3

のような形をしている．x1x1 = x21と略した．語 w = xi1xi2 · · ·xim の長さmを次数と呼
んで，degwとかく．K⟨x1, x2, . . . , xk⟩の元 a =

∑
w awwの次数を

deg a := max{degw | aw ̸= 0}

で定義する．

補題 1 (Weak algorithm). 非ゼロなa1, a2, . . . , aℓ ∈ K⟨x1, x2, . . . , xk⟩が，deg a1 ≤ deg a2 ≤
· · · ≤ deg aℓ を満たし，d従属，すなわち，ある b1, b2, . . . , bℓ ∈ K⟨x1, x2, . . . , xk⟩が存在
して，

deg(a1b1 + · · ·+ aℓbℓ) < max
i

deg aibi

となったとする．このとき，ある j ∈ [ℓ]と，c1, c2, . . . , cj−1 ∈ K⟨x1, x2, . . . , xk⟩があって，

deg(aj − a1c1 − · · · − aj−1cj−1) < deg aj , deg(aici) ≤ deg aj (i ∈ [j − 1]).
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Proof. d = deg a1b1 = · · · = deg aℓbℓと仮定してよい．すると

deg b1 ≥ deg b2 ≥ · · · ≥ deg bℓ

となる．bℓのなかで最大次数をもつ項を βw (β ∈ K \ {0}, w : word)とする．すると

βaℓw +
ℓ−1∑
i=1

ai(bi)
∗　

は，次数 d未満でなければならない．ここで，(bi)
∗は，biから，suffixがwでない項をの

ぞいたものである．deg bi ≥ deg bℓにも注意する．したがって

aℓ + (1/β)

ℓ−1∑
i=1

ai(bi)
∗/w

は deg aℓ未満で，deg ai(bi)
∗/w = deg aℓである．

これは，ある種のユークリッドの互除法を与える．a1, a2, . . . , aℓが生成する右イデアル
を考える．生成系 a1, a2, . . . , aℓが d従属だと，次数がへるようにある元 aj をとりかえる，
あるいは，除くことができる．これを繰り返すことで，d独立な生成系（基底）にできる．
特に，任意のイデアルは，加群としてみると自由加群になる．このような環を自由イデア
ル環（free ideal ring; fir）という．PIDの一般化である．

1.2 Fortin-Reutenauerの定理の証明

易しい方向はスライドで示した．A =
∑k

i=1Aixiの inner rankがrとして，K⟨x1, x2, . . . , xk⟩
上で

A = FG

と分解されたとする．ここで，F ∈ K⟨x1, x2, . . . , xk⟩n×r, G ∈ K⟨x1, x2, . . . , xk⟩r×mであ
る．我々の目標は，あるK上の正則行列 P,Qによって

PAQ =

(
B C

O D

)
，

Oは，t× uゼロ行列，n+m− t− u = r，となることを示すことである．

Claim 1. F の各要素の次数は，1以下としてよい．[非可換性使用]

Proof. 新たな非可換変数 y1, y2, . . . , ynを用意する．もしも F に次数が２以上の要素があ
るとすると，FGが次数１なので，行ベクトル y⊤F の元が補題 1の条件を満たすことに
なる．K⟨x, y⟩上，正則（可逆）な行列W によって，y⊤FW を d独立になるようにする
と，y⊤A = y⊤FW (W−1G) な FW の次数は，1以下，W の yiに 1を代入して，F,Gを
FW, (W−1G)におきかえればよい．

F の次数は 1としてよい．もしもゼロなら F は，K上の行列で，行変形は，n− r行を
ゼロにできる．結果としてAをK上の行変形で (n− r)×mゼロブロックが作れる．
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Claim 2. F = F0 +
∑

i Fixiは，次のように分解できる． [非可換性不使用]

UFW =

(
F̃ O

O Is

)
.

ここで，U は，K上の正則行列，W は，K⟨x1, x2, . . . , xk⟩上の正則行列（可逆行列），F̃

は次数が 1(以下)，つまり F̃ = F̃0 +
∑k

i=1 F̃ixiで，さらに F̃i (i = 1, 2, . . . , k)の行ベクト
ルたちは，Kr−sをスパンする．すなわち

F̃1

F̃2

...

F̃k


は列フルランク．

Proof. もしも，Fi (i = 1, 2, . . . , k)の行ベクトルが Kr−s をスパンしていれば，OK．そ
うでないとする．K上の列基本変形W0で，FiW0(i = 1, 2, . . . , k)の最後の列を (同時に)

ゼロベクトルにすることができる．このとき，F0W0の最後の列は，ゼロベクトルであっ
てはならない．そうでないとすると FW0 の最後の列がゼロベクトルになり，結局 Aの
inner rankが rより小さくなる．これは矛盾．したがって，K上の行基本変形U によって，
UF0W0の最後の列を，最後の要素を 1，それ以外をゼロにすることができる．すると，今
度は，K⟨x1, x2, . . . , xk⟩上の列基本変形W ′によって，Fi (i = 0, 1, 2, . . . , k)の最後の行を
最後の要素以外をゼロにできる．つまり

UFW0W
′ =

(
F̃ 0

0 1

)
.

という形にできる．この操作を条件が満たされるまで繰り返す．

さて，UA = UFWW−1Gで，W−1G =

(
G1

G2

)
とすると

UA =

(
F̃ O

O Is

)
W−1G =

(
F̃G1

G2

)
.

G1は，(r − s)× r行列である．

Claim 3. G1の各要素の次数はゼロ，つまり，G1は，K上の行列． [非可換性使用]

Proof. G1の次数d > 1の斉次成分を
∑

w Hwwとかく．ここで，wは長さdのwordを動く．
Hwは，K上の行列である．UAは1次なので，

∑
w F̃Hww = 0，特に

∑
w

∑k
i=1 F̃iHwxiw =

0．word xiw (i = 1, 2, . . . , k)はすべて異なるので，任意の wに対して，F̃iHw = 0 (i =

1, 2, . . . , k)．F̃i (i = 1, 2, . . . , k)の行ベクトルは，Kr−sをスパンするので，Hw = 0．した
がって，G1の次数 d > 1の斉次成分はゼロとなる．

W−1Gに K上の列基本変形 V によって，G1 を対角行列になるようにする．すると，
inner-rankが rであることから

W−1GV =

(
Ir−s O

C D

)
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とすることができる．すると

UAV = (UFW )(W−1GV ) =

(
F̃ O

O Is

)(
Ir−s O

C D

)
=

(
F̃ O

C D

)

最後のゼロブロックのサイズは，(n− s)× (m− r+ s)なので，u = n− s, t = m− r+ s

とすると，m+ n− u− t = rとなる．

定理 2 (Fortin-Reutenauer 2004). nc-rankA ≤ 2 rankA.

Proof. A =
∑k

i=1Aixi として，Ai たちが K上スパンする行列空間を Aとする．このと
き，rankA ≥ maxÃ∈A rankÃに注意する．なお，Kのサイズが大きいときは等号成立．
r = maxÃ∈A rankÃを達成する（K上の）行列 Ãをとる．K上の正則行列 P,Qにより

PÃQ =

(
Ir O

O O

)

とできる．任意の B̃ ∈ Aに対して，

PB̃Q =

(
C D

E O

)

の形になることをしめす．ここで C は r × r行列．すると nc-rankA ≤ 2r ≤ 2 rankAと
なる．
ÃはAでランク最大なので，Ãt+ B̃のランクは，r以下．したがって，Ãt+ B̃ ∈ Aの

ランクも r以下．P (Ãt+ B̃)Qの最初の r行 r列を含む r + 1次部分行列式

det

(
C ′ + tI ∗

∗ b̃′

)

を考えると，trの係数は，b̃′ := (PB̃Q)ij (i, j > r)である．Kのサイズが大きい場合はこ
れが多項式としてゼロでなくてはいけないので，(PB̃Q)ij = 0となる．Kのサイズが小さ
い場合はよくわからなかった．

1.3 行列のクロネッカー積

行列B = (bij), C = (cij)のクロネッカー積B ⊗ C は

B ⊗ C :=

 b11C b12C · · ·
b21C b22C · · ·
...

...
. . .


と定義される．Bが n×m，Cが n′ ×m′のときは，B ⊗Cは nn′ ×mm′である．C ⊗B

は C ⊗Bを並べ替えると得られることに注意する．

• BB′, CC ′が定義できるなら

(B ⊗ C)(B′ ⊗ C ′) = (B′B ⊗ CC ′).

(ヒント．ブロック行列の掛け算をつかう)
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• trB ⊗ C = trBtrC.

• detB ⊗ I = det I ⊗B = detBd．ここで，I は d× d単位行列．

補題 3 (Hrubeš, Wigderson 2015).

A =
∑

iAixiが，nc-正則⇔ あるDi ∈ Kd×dによって，det
∑

iAi ⊗Di ̸= 0.

Proof. (⇒) ある B ∈ K(⟨x1, x2, . . . , xn⟩)n×n があって，BA = AB = I．これは，ある
Di ∈ Kd×dによって，B(D1, D2, . . . , Dn)が定義できて，B(D1, D2, . . . , Dn)(

∑
iAi⊗Di) =

(
∑

iAi⊗Di)B(D1, D2, . . . , Dn) = Iを意味する．つまり，B(D1, D2, . . . , Dn)は
∑

iAi⊗Di

の逆行列で，det
∑

iAi ⊗Di ̸= 0.

(⇐) A =
∑

iAixi が，nc-非正則なら，Fortin-Reutenauerの定理より，K上正則行列
P,Qにより

PAQ =

(
C D

O E

)
とできる．ここで，Oは r × sゼロ行列で r + s > nである．すると任意のDi ∈ Kd×dに
対して，

(P ⊗ I)(
∑
i

Ai ⊗Di)(Q⊗ I) = (
∑
i

PAiQ)⊗Di =

(
C ′ D′

O′ E′

)
となる．ここで，O′は rd× sdゼロ行列で，rd+ sd > ndである．すなわち，

∑
iAi ⊗Di

は可逆でない．つまり，det
∑

iAi ⊗Di = 0.

2 Part IIの補足

2.1 行列スケーリングの収束性の補足

補題 4. B1 = 1, ∥B⊤1− 1∥2 < 1/nなら，GB には完全マッチングが存在する．

Proof. 対偶を示す．GBには完全マッチングが存在しないと仮定する．すると，Hallの定
理からBは，行と列を並べ替えることで

B =

(
C D

O E

)
となる．ここで，Oは，r × sゼロ行列で r + s > nである．(c1 c2 . . . cn) := 1⊤Bを列
和ベクトルとする．B1 = 1から，Eの要素の総和は rである．これより，

n∑
i=s+1

ci ≥ r

を得る．

∥B⊤1− 1∥2 =

n∑
i=1

(ci − 1)2 ≥
n∑

i=s+1

(ci − 1)2

≥ 1

n− s
(

n∑
i=s+1

(ci − 1))2 =
1

n− s
(

n∑
i=s+1

ci − n+ s)2

≥ 1

n− s
(r − n+ s)2 >

1

n− s
>

1

n
.
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ここで，２つ目の不等式では，２次関数の凸性，３つ目の不等式では，r + s > n と∑n
i=s+1 ci ≥ rを用いた．

補題 5. B1 = 1，または，B⊤1 = 1なら，Cap(B) ≤ 1.

Proof. Cap(B) ≤
∏

i(A1)i ≤ (1⊤B1/n)n = 1. ここで，不等号は相加相乗平均を用い
た．

補題 6. B1 = 1で，∥B⊤1− 1∥2 = ϵなら，Cap(C(B)) ≥ (1 + Ω(ϵ))Cap(B). Rと C の
役割を換えても成立．

Proof. (c1 c2 . . . cn) := 1⊤Bを列和ベクトルとする．すると

Cap(C(B)) = (c1c2 · · · cn)−1Cap(B).

ここで

c1c2 · · · cn = (1 + (c1 − 1))(1 + (c2 − 1)) · · · (1 + (cn − 1))

∼ exp(
∑
i

(ci − 1)− 1

2

∑
i

(ci − 1)2)

= exp(−ϵ/2).

最後の等号で
∑

i ci = nと
∑

i(ci − 1)2 = ϵを用いた．

2.2 作用素スケーリングの収束性の補足

補題 7. TA(I) = I，または，T ∗
A(I) = I なら，Cap(TA) ≤ 1.

Proof. X = IにたいしてCap(TA) ≤ det
∑

iAiA
†
i ≤ n(tr

∑
iAiA

†
i )

1/n = n(tr
∑

iA
†
iAi)

1/n

からわかる．不等式は，固有値に関する相加相乗平均，最後の等式は，トレースの線形性
を用いる．

補題 8. T ∗
A(I) = I で，∥TA(I)− I∥2 = ϵなら，Cap(R(TA)) ≥ (1 + Ω(ϵ))Cap(TA). Rと

C の役割を換えても成立．

Proof. まず，
Cap(C(TA)) = (det(TA))

−1Cap(TA).

に注意する．c1, c2, · · · , cnをTAの固有値とすると，∥TA(I)−I∥2 = ϵより，
∑

i(ci−1)2 = ϵ

で，T ∗
A(I) = I より，

∑
i ci = trTA(I) = trT ∗

A(I) = trI = n．よって，

detTA = c1c2 · · · cn = (1 + (c1 − 1))(1 + (c2 − 1)) · · · (1 + (cn − 1))

∼ exp(
∑
i

(ci − 1)− 1

2

∑
i

(ci − 1)2)

= exp(−ϵ/2).

最後の等号で
∑

i ci = nと
∑

i(ci − 1)2 = ϵを用いた．
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3 Part IIIの補足

3.1 モジュラ束

半順序集合P の２元 a, bのジョインとは，a, bの最小の共通上界のことで，（それが存在
するならば）a ∨ bであらわす．最大の共通下界をミートといって a ∧ bであらわす．任意
の２元に対してジョインとミートが存在するとき，P を束という．P の高さ関数（height

function）とは，r : P → Zであって，

r(b) = r(a) + 1 (a ≺ b :̸ ∃c : a ≺ c ≺ b)

を満たすものである．高さ関数が存在するとき，P は階層的であるという．
束（lattice）Lがモジュラ束（modular lattice）であるとは，任意の a, b, c ∈ L : a ⪰ c

に対し，a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ cが満たされるときをいう．ここでは高さ関数 rをもつ束
のみについて考えるものとする．以下はよく知られている．

補題 9. 高さ関数 rをもつ束 Lに対して，以下は同値：

• Lはモジュラ束．

• r : L → Zは，
r(x) + r(y) = r(x ∧ y) + r(x ∨ y) (x, y ∈ L)

を満たす．

補題 10. U を体K上の有限次元ベクトルとする．S(U)をU の部分ベクトル空間全体から
なる半順序集合とする．順序は包含関係とする．このとき，S(U)はモジュラ束で，∧ = ∩,
∨ = +, r = dimとなる．

Proof. 部分空間は ∩と+で閉じているから，∧ = ∩, ∨ = +であり，r = dimも明らか．
X,Y, Z ∈ S(U) : X ⊇ Zに対し，明らかにX ∩ (Y +Z) ⊇ (X ∩Y )+Zが成り立つ．逆を
包含がいえればよい．u = y + z ∈ X ∩ (Y + Z) : y ∈ Y, z ∈ Z に対して，y = u− z ∈ X

(z ∈ Z ⊆ X ∋ uより）なので，u = y + z ∈ (X ∩ Y ) + Z である．

3.2 オーソスキーム複体

オーソスキーム複体 (orthoscheme complex)のフォーマルな定義を述べる．P を高さ
関数をもつ階層的な半順序集合とする．オーソスキーム複体K(P)は P のチェインの形
式的凸結合の全体からなる．すなわち，K(P)は x =

∑m
k=0 λkpk, p0 ≺ p1 ≺ · · · ≺ pm,∑m

k=0 λk = 1，λk ≥ 0 (∀k)となる元 xたちからなる．一つのチェインの凸結合全体を単体
と呼ぶことにする．K(P)の距離構造は以下のように導入される．極大な単体 C(長さ n)

からRnへの写像 φC を

φC(x) :=

n∑
k=1

λk(e1 + · · ·+ ek) (x =

n∑
k=0

λkpk).

と定める．ここで単体Cは，極大チェイン p0 ≺ p1 ≺ · · · ≺ pnの凸結合とし，eiはRnの
単位ベクトルである．そして，C内の 2点 x, yの距離 d(x, y)を ∥φC(x)−φC(y)∥2で定め
る．次に，K(P)内のパス γ : [0, 1] → K(P)の長さ d(γ)を

d(γ) := sup

k−1∑
i=0

d(γ(ti), γ(ti+1))
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と定義する．ここで supは γ(ti), γ(ti+1)が同じ単体に属するような十分細かい区間分割
0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 (k > 0)についてとる．そして，K(P)の 2点の距離をその
２点を結ぶパスの長さの下限として定義する．P が階層的であることから，この定義は
well-definedで，K(P)は距離空間となり，P のオーソスキーム複体と呼ぶ．直感的にい
うと，各極大チェインに対して頂点 0, e1, e1 + e2, . . . , e1 + e2 + · · ·+ en を持つRnの単体
を詰めて得られる空間がK(P)である．P の順序複体（order complex）の幾何学的実現
に特殊な距離を入れたものともいえる．

4 演習問題

1. (線形マトロイド交差) 行列 A = (a1 a2 · · · ak) に対して線形マトロイドM(A) =

(E, I(A))を
I(A) := {I ⊆ [k] | ai (i ∈ I)は一次独立 }

と定義される．もう一つの行列 B = (b1 b2 · · · bk) とそのマトロイドM(B) =

([k], I(B))を考える.

(i) 以下の等式を示せ．

max{|I| | I ∈ I(A) ∩ I(B)} = rank

k∑
i=1

aib
⊤
i xi

ヒント. Binet-Cauchyの公式を用いてもよい．Binet-Cauchyの公式について
は，ググってください．

(ii) A =
∑k

i=1 aib
⊤
i xiとおくとき，

rankA = nc-rankA

を示せ．ヒント. Edmondsのマトロイド交差定理（ググってください）を用い
てよい．

(iii) 共通独立集合 I ∈ I(A) ∩ I(B)に対して，Ã =
∑

i∈I aib
⊤
i zi (zi ∈ K)とすると

き，ÃのWong sequenceを計算せよ．

2. (i) 非２部グラフの最大マッチングを Edmonds 問題として定式化せよ．ヒント．
Tutte行列

(ii) (線形マトロイドマッチング) 行列A = (a1 b1 a2 b2 · · · ak bk)に対して独立集
合 J (A) ⊆ 2[k]を

J (A) := {J ⊆ [k] | ai, bi (i ∈ J)が一次独立 }

と定義する．このとき

2max{|J | | J ∈ J (A)} = rank
∑
i

(aib
⊤
i − bia

⊤
i )xi

を示せ．

(iii) rankA < nc-rankAとなるA =
∑

iAixiを与えよ．
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3. (i) GB に完全マッチングが存在しなければ，Cap(B) = 0となることを示せ．

(ii) A =
∑

iAixiが nc-非正則なら，Cap(TA) = 0となることを示せ．

4. Cap(B)の最適化問題は，変数変換をすることで，凸計画になることをしめせ．

5. (i) Capsym(B) = n(Cap(B))1/nを示せ．

(ii) Capsym(TA) = n(Cap(TA))
1/nを示せ．そして，作用素スケーリングが Capsym(TA)

に対する交互最適化とみなせることを示せ． 　

ヒント：ラグランジュの未定乗数法

6. tr(
∑

iDi⊗Ci)(
∑

iDi⊗Ci)
† ≤ tr

∑
iDiD

†
i tr
∑

iCiC
†
i .を示せ．ヒント．trC ⊗D =

trCtrDに注意する．

7. Aがブロック行列Aij (i ∈ [n], j ∈ [m])によって

A =


A11x11 A12x12 · · · A1mx1m

A21x21 A22x22 · · · A2mx2m
...

...
. . .

...

An1xn1 An2xn2 · · · Anmxnm


の形をしているとき，MVSPの最適解 (X,Y )として，

X = X1 ⊕X2 ⊕ · · · ⊕Xn,

Y = Y1 ⊕ Y2 ⊕ · · · ⊕ Ym,

Aij(Xi, Yj) = {0} (i ∈ [n], j ∈ [m])

となるものがとれることを示せ．

8. M を行列とし，双線形形式とみる．(X,Y ) 7→ rankM |X×Y が劣モジュラ関数であ
ること，つまり，

rankM |X×Y + rankM |X′×Y ′ ≥ rankM |(X∩X′)×(Y+Y ′) + rankM |(X+X′)×(Y ∩Y ′)

を示せ．ヒント: X,X ′, X ∩X ′, X +X ′, Y, Y ′, Y ∩ Y ′, Y + Y ′を generateする基底
をとって考える．

9. Lをベクトル空間Knの部分空間からなるモジュラ束とする．Lの２つの極大チェイ
ンC : {0} = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = Kn，D : {0} = Y0 ⊂ Y1 ⊂ · · · ⊂ Yn = Knに対
して，Knの基底 a1, a2, . . . , anが存在して，C,Dは，a1, a2, . . . , an達から generate

される部分束（ブール束 2[n]に同型）に含まれることを示せ．

ヒント：例えば，次元 nに関する帰納法，Xn−1内の２つの極大チェインC ′ : X0 ⊂
X1 ⊂ · · · ⊂ Xn−1とD′ = D ∩Xn−1を考えて．．．

10. 2つの n × k行列 A = (a1 a2 · · · ak), B = (b1 b2 · · · bk)と整数 c1, c2, . . . , ck ∈ Z
に対して，行列

A :=

k∑
i=1

tciaib
⊤
i xi

を考える．x1, x2, . . . , xk, tは変数である．
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(i) このとき

deg detA = max{c(I) | I ⊆ I(A) ∩ I(B) : |I| = n}

を示せ．

(ii) degDetA = deg detAを示せ．ヒント：問題 1の結果を利用する．
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