
Proceedings of the Thirty-Fifth RAMP Symposium
Tokyo Institute of Technology, Tokyo, November 20–21, 2023

行列スケーリングから非正曲率空間上の測地的凸最適化へ

From matrix scaling to geodesically convex optimization on nonpositively
curved spaces

平井　広志1∗

Hiroshi Hirai

概要 行列スケーリング問題とは「与えられた非負行列 A に右と左から正の対角行列（スケーリング

行列）をかけて，２重確率行列にできるか」という問題で，様々な応用があり古くから研究されてき

た．行列スケーリングには，連続最適化と離散最適化，両方の側面がある— スケーリング行列の存

在性は，２部グラフの完全マッチングの存在判定に帰着し，スケーリング行列を求める問題は，幾何

計画というクラスの凸最適化問題になる．行列スケーリング問題は，作用素スケーリング問題に一般

化され，最近になって，その多項式時間アルゴリズムが示された．これを契機にして，さらなる一般

化（群軌道ノルム最小化問題）や，様々な分野にまたがる応用がみいだされ，大きな拡がりをみせて

いる．そこでは，上の側面は，非正な曲率をもつ空間上の連続的，そして，離散的な凸最適化へと一

般化される．本稿では，その発展の様子やそこで現れる新しいタイプの凸最適化について解説する．

キーワード 行列スケーリング，作用素スケーリング，非可換ランク，測地的凸最適化，アダマール

空間・多様体，対称空間，ユークリッドビルディング，内点法

1. はじめに

行列スケーリングとは「与えられた非負行列 A に右と左から正の対角行列（スケーリング

行列）をかけて，指定された２重確率行列にできるか」という問題で，様々な応用があり古く

から研究されてきた．この問題には，連続最適化と離散最適化，両方の側面がある— スケー

リング行列の存在性は，２部グラフの完全マッチングの存在判定に帰着し，スケーリング行列

を求める問題は，幾何計画というクラスの凸最適化問題になる．行列スケーリング問題は，作

用素スケーリング問題に一般化され，最近になって，その多項式時間アルゴリズムが示され

た．これを契機にして，さらなる一般化（群軌道ノルム最小化問題）や，様々な分野にまたが

る応用がみいだされ，大きな拡がりをみせている．そこでは，上の側面は，非正な曲率をもつ

空間・多様体（アダマール空間，CAT(0)空間）上の連続的，そして，離散的な凸最適化へと
一般化される．本稿では，その発展の様子やそこで現れる新しいタイプの凸最適化について解
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説する．

第 2節では，行列スケーリングの数理について最適化の立場から説明する．第 3節では，以
降の節の準備として非正曲率空間を導入する．第 4節では，作用素スケーリングと非可換シン
ボリックランク計算の最近の発展について述べる．第 5節ではさらなる展開について述べる．

2. 行列スケーリング

A = (Aij)を n× n非負行列とする．Aは，ゼロ行，ゼロ列を含まないとする．正の対角要

素を持つ対角行列X, Y を Aの右と左からかけることを「Aをスケーリングする」という．得

られる行列 A′ = XAY を Aのスケーリングと呼ぶことにする．X, Y の対角要素 Xii, Yii を

xi, yi とかくことにする．x = (x1 x2 · · · xn)>, y = (y1 y2 · · · yn)> をスケーリングベクトル

と呼ぶことにする．行列 A′ = XAY は，要素でかくと，

A′
ij = Aijxiyj (i, j = 1, 2, . . . , n)

とかける．ここでは，次の問題を考える：

2重確率スケーリング問題 与えらえた A に対して，XAY が２重確率行列となるようにス

ケーリングしたい．

すなわち，

(XAY )1 = 1, (XAY )>1 = 1 (2.1)

となるような X, Y を求めたいということである．ここでは，この条件を少し緩めた近似的ス

ケーリング可能性を主に扱う．非負行列 Aが「近似的に２重確率スケーリング可能である」と

は，任意の ϵ > 0に対して，ある正対角行列 X, Y が存在して，

‖XAY 1− 1‖ < ϵ, ‖(XAY )>1− 1‖ < ϵ (2.2)

となることと定義する．

2.1. Sinkhornのアルゴリズム
Sinkhornのアルゴリズム [51]を紹介する．(2.1)の 1つ目の式は，Y を固定したとき，X に

ついては容易に解くことができる：

xi = 1/
∑

j

Aijyj (i = 1, 2, . . . , n). (2.3)

同様に，(2.1)の 2つ目の式において，X を固定すると，Y については，

yj = 1/
∑

i

Aijxi (i = 1, 2, . . . , n) (2.4)

と解ける．Sinkhornのアルゴリズムは，Y を固定して，X を (2.3) のように決める．そして，
今度は X を固定して，Y を (2.4)のように決める．これを繰り返すアルゴリズムである．
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Sinkhornのアルゴリズム (X, Y を更新)
0: x = y := 1.
1: xi ← 1/

∑
k Aikyk (i = 1, 2, . . . , n).

2: yj ← 1/
∑

k Akjxk (j = 1, 2, . . . , n).
3: ステップ 1に戻る．
スケーリングベクトル x, y のかわりに Aを更新することにすれば次のようになる．

Sinkhornのアルゴリズム (Aを更新)
1: Aij ← Aij/

∑
k Aik (i, j = 1, 2, . . . , n)

2: Aij ← Aij/
∑

k Akj (i, j = 1, 2, . . . , n)
3: ステップ 1に戻る．
つまり，行和ベクトルが 1になるように行をスケーリング（行正規化）と列和ベクトルが 1に
なるように列をスケーリング（列正規化）を繰り返すだけのアルゴリズムである．

2.2. スケーリング可能性の特徴付け

定理 2.1 (Sinkhorn, Knopp [52], Rothblum, Schneider [49]). 以下は同値である．
(a) Aは近似的に２重確率スケーリング可能である．

(b) inf


(∑

i,j Aijxiyj

)n

x1 · · · xny1 · · · yn
| x1, . . . , xn, y1, . . . , yn > 0

 > 0.

(c) Aij = 0 (∀i ∈ X, ∀j ∈ Y )となる任意の部分集合 X, Y ⊆ {1, 2, . . . , n}に対して，

|X|+ |Y | ≤ n

が成り立つ．

(d) Sinkhorn アルゴリズムによって Aは２重確率行列に収束する．

資料 [60]にこの定理の証明を含む行列スケーリングの数理の解説がある．
2.3. 連続最適化と行列スケーリング

定理 2.1(b)の最適化問題は，幾何計画と呼ばれるクラスの最適化問題に属する．そのまま
の形では，非凸最適化問題であるが，変数変換 xi = eξi , yj = eηj をおこない，logをとること
で，凸最適化問題となる：

inf. n log
∑
i,j

Aije
ξi+ηj − 1>ξ − 1>η s.t. ξ, η ∈ Rn. (2.5)

この問題に対して，交互最適化，ξ を固定して η で最適化，η を固定して ξ で最適化，するこ

とを考える．すると，更新式は陽にかけて xi = eξi , yj = eηj とおいたときの（2.3), (2.4)に
なる．つまり，Sinkhorn アルゴリズム（X, Y を更新）である．よって，Sinkhorn アルゴリ
ズムは，幾何計画問題に対する交互最適化アルゴリズムと解釈できる．スケーリング行列は，

eξi , eηj を対角要素にもつ行列に対応する．そのときの (2.5)の目的関数 fA の勾配 ∇fA(ξ, η)
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は，(A1− 1, A>1− 1)(の定数倍)とかけるので，近似スケーリング条件 (2.2)は，「勾配ノル
ム ‖∇fA(ξ, η)‖が ϵ以下」という条件になる．近似スケーリング可能性は，「原点 0が勾配空
間∇fA(R2n)の閉包∇fA(R2n)に含まれる」という条件になる．
行列スケーリング問題や Sinkhornアルゴリズムに対する最適化・計算量的な立場からの研

究は意外と新しくて 1990年代に始まったようである．Sinkhornアルゴリズムで，(2.2)を満
たすスケーリングを得るには，1/ϵ2に比例するオーダーの反復回数が必要となる [39]．その意
味で，Sinkhornアルゴリズムは擬多項式時間アルゴリズムである．行列スケーリングに対す
る最初の多項式時間アルゴリズムといえるのは，Kalantari, Khachiyan [38]によるもので，内
点法を用いることで (2.2)を満たすスケーリングを O(n4 log(n

ϵ log nγ))時間で求まることが示
されている．γ は，Aの最大非ゼロ要素と最小非ゼロ要素の比である．強多項式時間アルゴリ

ズムは，Linial, Samoroditsky, Wigderson [42]によって与えられた．近年になっても，行列ス
ケーリングの高速化の研究は行われている [3]．
これらの結果では，行列 Aがスケーリング可能であると仮定している．なぜなら，次の節で

述べるように，スケーリング可能性はマッチングアルゴリズムによって高速に判定できるから

である．スケーリング不可能な場合の（収束しない）Sinkhornアルゴリズムの振る舞いにつ
いては [23]を参照．
定理 2.1の条件 (b)は，幾何計画 (2.2)の有界性と同値であるが，一般に，凸最適化の有界

性は後退関数（recession function）というものを使って調べることができる．後退関数につい
ては [48, Section 8] や [33, Section 3.2] を参照．f : Rn → Rを凸関数として，その後退関数
f∞ : Rn → R ∪ {∞}は

f∞(u) := lim
t→∞

f(x + tu)− f(x)
t

(u ∈ R) (2.6)

と定義される．ここで f∞ は xの取り方によらない．f∞ は正斉次凸関数となる．f∞(u)の幾
何学的な意味は，f の u方向への無限遠での傾きである．そのことから，後退関数の非負性が

有界性の必要条件であることがわかる：

inf
x∈Rn

f(x) > −∞ ならば f∞(u) ≥ 0 (∀u ∈ Rn).

逆向きは一般に成立しないが，f が幾何計画の目的関数であるときは，逆向きも成立する．こ

の事実が，(b)と (c)の同値性を証明する．実際，[49]の原証明も後退関数によるものである．
(2.5)の目的関数 fA の後退関数 f∞

A は陽に計算できて，

f∞
A (u, v) = n max{ui + vj | i, j : Aij > 0} − 1>u− 1>v (u, v ∈ Rn) (2.7)

となる．条件 f∞
A (u, v) ≥ 0 (∀u, v)は，u, v を 0, 1ベクトルとしてよく，条件 (c)がでる．

上に述べたように，条件 (a)は，原点 0が勾配空間∇fA(R2n)の閉包∇fA(R2n)に含まれる
と解釈される．まとめると，定理 2.1は，微分可能な凸関数 f : Rn → Rに一般に成り立つ関
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係式

∇f(Rn) = dom f∗ = dom(f∞)∗ = {p ∈ Rn | p>u ≤ f∞(u) (u ∈ Rn)} (2.8)

において，目的関数 fA の特殊性 dom f∗
A = dom f∗

A を応用したものと理解される．f∗ は，f

の Fenchel-Legendre共役関数である．後にこの考察を多様体上に拡張することを考える．
2.4. 離散最適化と行列スケーリング

定理 2.1 の条件 (c) は，行列 A のゼロ/非ゼロパターンにしか依存しないことに注意する．
そこで，２部グラフ GA = ([n] t [n], E)を E := {ij | Aij > 0}と定義する．片側の頂点集合
S ⊆ [n]に対して，Γ(S)を S に隣接する頂点の集合とする．すると，(c)の条件は，

|S| ≤ |Γ(S)| (∀S ⊆ [n]) (2.9)

と同値である．これは，Hallの結婚定理の完全マッチングの存在条件に他ならない．よって，
条件 (c)は

GA に完全マッチングが存在する

といいかえられる．したがって，近似スケーリング可能性は，GA にマッチングアルゴリズム

（増加道アルゴリズム）を適用することで高速に判定できる．

興味深いのは，完全マッチングの存在という組合せ的性質 (c) が，Sinkhorn アルゴリズ
ムの収束性という解析的性質 (d) と同値となる点である．では，Sinkhorn アルゴリズムの
振る舞いから完全マッチングの存在を判定できないだろうか？実際それは可能で，Linial,
Samorodnitsky, Wigderson [42] は，Sinkhornアルゴリズムを多項式回反復することで，完全
マッチングの存在が判定できることを示している．G = ([n]t [n], E)を２部グラフとして，行
列 AG を

(AG)ij =

 1 if ij ∈ E,

0 otherwise
(2.10)

と定義する．

Sinkhorn反復による完全マッチング存在判定
0: A← AG

1: Aij ← Aij/
∑

k Aik (i, j = 1, 2, . . . , n)
2: Aij ← Aij/

∑
k Akj (i, j = 1, 2, . . . , n)

3: ‖A1− 1‖2 < 1/
√

nなら終了．

4: ステップ 1に戻る．
定理 2.2 ([42]). (1) Gに完全マッチングが存在すれば O(n2 log n)反復のうちに終了．
(2) Gに完全マッチングが存在しなければ終了しない．

したがって，O(n2 log n) 反復繰り返すことで完全マッチングの存在が判定できる．なお，
ステップ 3の条件は， ‖A1 − 1‖1 < 2と弱めることができ，具体的な反復回数の上限として
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(1/4)n2 log mをとることができる [23]．このアルゴリズムは，もちろん増加道アルゴリズム
よりも遅いけれども，その簡明さや全く異なるアイデアに基づいている点が興味深い．さらに

4節でみるように作用素スケーリングの発展につながっている．
定理 2.2の証明は，Sinkhorn反復が fA に対する最適化アルゴリズムであることに基づく：

勾配ノルム下界: 完全マッチングがないとき (inf fA = −∞)は，つねに ‖A1− 1‖1 ≥ 2．
１反復の減少量: 1回の反復において，fA はすくなくとも 4‖A1− 1‖1/n2 減少する．

目的関数の下界: 完全マッチングがあるとき (inf fA > −∞)は，inf fA ≥ 0.
１つ目の条件から，完全マッチングがないときは停止しない．あるときは，2つ目の条件，3つ
目の条件，fAの初期値 fA(0, 0) = log m，から (1/4)n2 log m回以上繰り返すことはできない．

3. 非正曲率空間

次節以降の準備として，非正曲率空間を導入する．ここで考える非正曲率空間は，CAT(0)
空間，または，アダマール空間という距離空間である．リーマン多様体である場合とそうで

ない場合を考える．CAT(0) 空間とは，任意の測地的３角形がユークリッド空間のときと比
べても痩せているとして定義される測地的距離空間である．アダマール空間とは，完備な

CAT(0)空間のことである．距離空間 (X, d)の点 x, y を結ぶ測地線とは，c(0) = x, c(ℓ) = y,
d(c(s), c(t)) = |s − t|をみたすパス c : [0, ℓ] 7→ X のことである．もしもある λ ≥ 0に対して
d(c(s), c(t)) = λ|s− t|とかけるときは定速測地線という．CAT(0)空間においては，任意の 2
点 x, yを結ぶ測地線は唯一つにきまる．そこで，CAT(0)空間上の関数 f が測地的凸であるこ

とは，任意の測地線 cのうえで関数 t 7→ f(c(t))が（１次元）凸関数となることと定義する．
CAT(0)空間の正式な定義は [9]を参照．アダマール空間・CAT(0)空間の情報科学・応用数
学への展開は [5, 58]を参照．多様体上の測地的凸最適化については [7, Chapter 11]を参照．
リーマン多様体については [62]を参照．
3.1. 正定値行列多様体，非正曲率対称空間

各点で非正な断面曲率をもち，単連結かつ完備なリーマン多様体のことをアダマール多様体

という．リーマン多様体であって，そのリーマン距離から決まる距離空間がアダマール空間

になるものである．アダマール多様体の重要な例は，n次正定値対称行列のなす集合 Pn であ

る．Pn の Rn(n+1)/2 内の開集合なので自然に多様体とみなせる．各点 xの接空間 Tx は，対称

行列のなす空間 Sn と同一視できて，そこに内積を 〈S, T 〉x := tr x−1Sx−1T (S, T ∈ Tx = Sn)
と導入する．すると Pn はリーマン多様体になり，xをとおる定速測地線は，gg> = xとなる

g ∈ GLn(R) と H ∈ Sn によって t → getHg> (t ∈ Rn) のようになる．これは Pn をユーク

リッド空間の部分空間とみたときの直線とは異なるものである．

この空間の上で凸関数を考えるときはユークリッド空間と等長になる部分空間に制限して考

えるとみやすくなることがある．そのような部分空間で極大なものを極大フラット（maximal
flat）という．Pn の極大フラット F は，g ∈ GLn(R)をもちいて，
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F = {gediag ξg> | ξ ∈ Rn} (3.1)

とかける．Rn 3 ξ 7→ gediag ξg>が，Rnから F への等長写像である．Pnには，リー群GLn(R)
が g 7→ gxg> と推移的に作用していて，x = I における固定部分群は直交群 O(n)である．し
たがって，Pn は，商多様体 GLn(R)/O(n)としても実現できる．
非正曲率対称空間（symmetric space of nonpositive curvature）とは，このようにして構成

されるアダマール多様体のことで，双曲空間などを含む広いクラスを形成している．対称空間

の正式な定義と一般論は [24, 55, 61]や [62, IV, 6節]などを参照．Pn の対称空間としての扱

いは [9, Chapter II.10]が参考になる．G ⊆ GLn(R)を G = G> を満たし，有限個の多項式で

定義されたリー群（簡約代数群）とする．Gの極大コンパクト部分群をK = GLn(R) ∩O(n)
とする．商多様体M = G/K には，Gの作用で不変なリーマン計量が入り，得られるリーマ

ン多様体が，非正曲率対称空間である．より具体的には，非正曲率対称空間とは，正定値行列

多様体 Pn と簡約代数群 Gとの交わりとして得られる Pn の部分空間 Pn ∩ Gと考えてよい．

Pn ∩Gは，Pn の全測地的部分空間であり，G/K 3 gK 7→ gg> ∈ Pn ∩Gが等長写像になる．

G = SLn(R)（特殊線形群）のときは，対称空間 SLn(R)/SO(n) は，det x = 1 となる正
定値行列の空間 Pn ∩ G = {x ∈ Pn | det x = 1} である．G = GLn(C) のときは，対称空間
GLn(C)/U(n)は，n次正定値エルミート行列の空間であり，これも混乱がなければ Pn でか

くことにする．

3.2. ユークリッドビルディング

多様体にはならない重要なアダマール空間としては，ユークリッドビルディング（Euclidean
building）と呼ばれる空間がある．もっとも簡単なユークリッドビルディングは，どの枝も無
限に伸びていくツリーである．ユークリッドビルディングは，アパートメント（apartement）
と呼ばれるユークリッド空間のうまい貼り合わせとして定義される．ツリーの例では，双方に

無限にのびるパスがアパートメント (' R) となる．ビルディングの正式な定義は，[1] や [9,
Chapter II. 10. Appendix]などを参照．
後の節で登場するユークリッドビルディングは，以下のような空間である．Kを体として，

K上のベクトル空間 Kn を考える．ベクトル空間部分の極大包含列

{0} = U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Un = Kn

のことをフラッグ（flag）という．Kn のすべてのフラッグを考え，各フラッグにユークリッド

空間内の凸錐

Rn
↓ := {p ∈ Rn | p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn}

を対応させ，それらを以下のようにして貼り合わせる．点 p ∈ Rn
↓ とフラッグ U の対を p · U

とかいて，これを「点」とする（擬）距離空間を考える．２つの点 p · U , q · V の（擬）距離を次
のように定義する：Kn の基底 {u1, u2, . . . , un}であって，U , V を生成できるものをとる．番
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号をつけかえることで

U = 　 span{u1} ⊂ span{u1, u2} ⊂ · · · ⊂ span{u1, u2, . . . , un},

V = span{uπ(1)} ⊂ span{uπ(1), uπ(2)} ⊂ · · · ⊂ span{uπ(1), uπ(2), . . . , uπ(n)},

とできる．ここで π は Jordan-Hölder 置換とよばれる全単射で U ,V にしかよらない．そし
て，p · U , q · V の距離を

d(p · U , q · V) :=

√√√√ n∑
i=1
‖pi − qπ−1(i)‖2 (3.2)

と定義する．d(p · U , q · V) = 0となる点と同一視することにより距離空間 (B, d)が得られる．
これがユークリッドビルディングになる．アパートメントは，Kn の基底 {u1, u2, . . . , un}か
ら生成されるフラッグ U をもつ点 p · U たちからなり，それは Rn に等長である．

対称行列の空間 Sn にこのビルディングの構造が入る．対称行列 H ∈ Sn を固有値分

解して，H =
∑n

i=1 piuiu
>
i とかく．ここで，pi は固有値，ui は対応する固有ベクトル，

p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn とならべて，p ∈ Rn
↓ と Rn のフラッグ span{u1} ⊂ span{u1, u2} ⊂ · · · ⊂

span{u1, u2, . . . , un}の対を対応させる．この対応によって，Sn と B は全単射の関係にあり，
(3.2) で距離を導入すれば Sn はユークリッドビルディングになる．この距離空間の位相は，

ユークリッド空間の部分空間としての Sn の位相と異なることに注意する．エルミート行列の

空間も，同様の構成によってビルディングの構造がはいる．

4. 作用素スケーリングと非可換 Edmonds問題

4.1. 作用素スケーリング

非負行列を線形写像（作用素）とみると，それは，非負ベクトルを非負ベクトルに写像す

る，という性質で特徴付けられる．その一般化として，半正定値行列を半正定値行列に写像す

る線形写像を正値作用素という．さらに，正値作用素の重要なクラスとして，完全正作用素と

いうものがある．Gurvits [21]は，行列スケーリング・Sinkhornアルゴリズムの枠組みを完全
正値作用素に対して拡張した．この拡張は量子情報科学と後に述べるシンボリックランク計算

（Edmonds問題）に動機付けられている．
n × n 複素行列の空間 Cn×n 上の完全正作用素 T : Cn×n → Cn×n は，ある n × n 行列

A1, A2, . . . , Am ∈ Cn×n を用いて，

T (X) =
m∑

k=1
AkXA†

k (X ∈ Cn×n)

とかけることによって特徴付けられる．ここで †は共役転置を表す．T の転置写像 T ∗ は，

T ∗(X) :=
m∑

k=1
A†

kXAk (X ∈ Cn×n)
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と定義される．

T が「２重確率である」ということを「単位行列が単位行列に移る」という性質

T (I) = I, T ∗(I) = I

で定義する．この条件は
m∑

k=1
AkA†

k = I,
m∑

k=1
A†

kAk = I

ともかける．n次正則行列 g, h ∈ GLn(Cn)による T のスケーリング Tg,h を

Tg,h(X) =
m∑

k=1
(gAkh†)X(hA†

kg†)

と定義する．

２重確率作用素スケーリング問題 A1, A2, . . . , Am ∈ Cn×n が与えられたとき，対応する完全

正作用素 T は，２重確率作用素にスケーリングできるか？

いいかえると，
m∑

k=1
gAkh†hA†

kg† = I,
m∑

k=1
hA†

kg†gAkh† = I (4.1)

となる正則行列 g, h ∈ GLn(C)を見つけよ，という問題である．
行列スケーリングのときと同様に，近似的なスケーリング可能性を考える．任意の ϵ > 0に
対して，ある正則行列 g, h ∈ GLn(C)が存在して，

‖Tg,h(I)− I‖ < ϵ, ‖T ∗
g,h(I)− I‖ < ϵ (4.2)

となるとき，T は近似的２重確率スケーリング可能という．ノルムはフロベニウスノルムで

ある．

行列スケーリングのときと同様に，(4.1) の一番目の式からは，h を固定すると g はコレ

スキー分解で簡単にもとまる．同様に２番目の式から g を固定すると h が求まる．すると，

Sinkhornアルゴリズムのアナロジーとして，次のアルゴリズムが考えられる．
作用素 Sinkhornアルゴリズム（Gurvitsのアルゴリズム）
0: g = h := I

1: hを固定して，g を g†g = (
∑m

k=1 Akh†hA†
k)−1 で決める．

2: g を固定して，hを h†h = (
∑m

k=1 A†
kg†gAk)−1 で決める．

3: ステップ 1に戻る．
定理 4.1 ([21]). T を A1, A2, . . . , Am ∈ Cn×n に対応する完全正作用素とする．以下は同値で

ある．

(a) T は近似的２重確率スケーリング可能である．

(b) inf
{

(
∑m

k=1 tr XAkY A†
k)n

det X det Y
| X, Y : 正定値エルミート行列

}
> 0.
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(c) u†Akv = 0 (u ∈ U, v ∈ V )となる任意のベクトル空間 U, V に対して，

dim U + dim V ≤ n

が成り立つ．

(d) 作用素 Sinkhornアルゴリズムによって T は２重確率作用素に収束する．

条件 (b)に対応する最適化問題は，

inf. n log
m∑

k=1
tr XAkY A†

k − log det X − log det Y s.t. X, Y : 正定値エルミート (4.3)

であるが，この問題の最適値 X, Y を X = gg†, Y = hh† とコレスキー分解すると，g, hが求

めるスケーリング行列となる．さらに，作用素 Sinkhornアルゴリズムは，(4.3)の交互最適化
（Y を固定して X で解く，X を固定して Y を解く）とみなすことができる．

Garg, Gurvits, Oliveira, Wigderson [18]は，作用素 Sinkhornアルゴリズムの多項式回反復
によって，定理 4.1の（同値な）条件が判定できることを示した．
定理 4.2 ([18]). 作用素 Sinkhornアルゴリズムの多項式回反復によって近似スケーリング可
能性が判定できる．

この結果は，2.4節で述べた行列スケーリングによる完全マッチング判定（定理 2.2）の一般
化とみなせる．証明も定理 2.2のときと同様にすすむ．１反復の目的関数の減少量の評価につ
いては既知であって，[18]の貢献は，問題 (4.3)が有界 > −∞のときに，目的関数の下限の評
価を与えたことである．この成果がもたらした発展を以降で述べていく．

問題 (4.3)は，正定値行列錐 Pn上の最適化であるが，通常の意味での凸最適化ではない．し

かし，3.1節に述べたように Pn をリーマン多様体としてみると，目的関数は測地線にそって

凸になる．すなわち (4.3)は測地的凸最適化問題となる．
定理 4.3. (4.3)の目的関数は，Pn × Pn 上測地的凸である．

実際，Pn の極大フラット (ξ, η) 7→ (gediag ξg†, hediag ηh†)上で凸であることをみる．代入に
よって

n log
∑
i,j,k

|(g†Akh)ij |2eξi+ηj − 1>ξ − 1>η − log | det g|2 − log | det h|2 (4.4)

となるが，これは幾何計画の目的関数（凸関数）に他ならない．

Sinkhorn のアルゴリズムと同様に，作用素 Sinkhorn アルゴリズムも ϵ-近似スケーリング
(4.2) を求めるアルゴリズムとしては擬多項式時間アルゴリズムである．Allen-Zhu たち [2]
は，目的関数の 2次近似から得られる接空間上の凸２次計画を各反復で解く信頼領域法アルゴ
リズムを (4.3)に適用して精度 ϵ に関する依存性が log 1/ϵとなる多項式時間アルゴリズムを

提案している．Franks [14]は，マージナルが指定された作用素スケーリング問題の拡張を定
式化し，作用素 Sinkhornアルゴリズム（の拡張）によって，乱択擬多項式時間アルゴリズム
を得ている．作用素スケーリングのその他の話題については，[19]も参照．
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4.2. Edmonds問題
A1, A2, . . . , Amを一般の体K上の n×n行列とする．変数 x1, x2, . . . , xnを係数とする行列

A = A1x1 + A2x2 + · · ·+ Amxm (4.5)

を考える．このような行列を線形シンボリック行列と呼ぶことがある．A を多項式環

K[x1, x2, . . . , xm]，そして，その有理関数体 K(x1, x2, . . . , xm) の行列とみて，A のランク

を決定する問題を考える．この問題は，いろいろな分野において基本的な問題となっていて，

Edmonds問題と呼ばれることもある．例えば，フレームワークの剛性の判定問題や，あるク
ラスの組合せ最適化問題は，Edmonds問題として定式化することができる [44]．体 Kのサイ
ズが大きいときは，各変数 xi に Kの元をランダムに代入してから，ガウスの消去法で K上
のランクを計算すれば，高い確率で，Aのランクを計算することができる．実際，この方法で

多項式時間の乱択アルゴリズムが設計される [43]．しかし，決定性多項式時間でできるかはわ
かっておらず，理論計算機科学においても，PIT (多項式恒等性判定)や回路計算量とも関連し
て重要な未解決問題となっている．

Ivanyos, Qiao, Subrahmanyam [34] は，変数たちが非可換である xixj 6= xjxi とした非可

換 Edmonds問題を定式化した．まず，(4.5)の行列 Aを非可換多項式環 K〈x1, x2, . . . , xm〉の
元とみる．非可換多項式環 K〈x1, x2, . . . , xm〉は，自由斜体（free skew field）と呼ばれる斜体
（可除環）K(〈x1, x2, . . . , xm〉)に埋め込まれる [4]．その斜体上で，Aのランクが定義できる．

これを非可換ランクといって nc-rank Aとかく．nc-rank A = nのときは，nc-正則であると
いうことにする．非可換ランクは，次の最適化問題の最適値によって与えられる．

定理 4.4 (Fortin, Reutenauer [13]). 非可換ランク nc-rank Aは，次の問題の最適値に等しい：

min. 2n− dim U − dim V

s.t. Ak(U, V ) = {0} (k ∈ [m]), (4.6)

U, V ⊆ Kn : ベクトル部分空間.

ここで，各行列 Ak を (u, v) 7→ u>Akvによって双線形形式 Ak : Kn×Kn → Kとみている．
特に，Aが nc-正則であることと，Ak(U, V ) = {0} (∀k)となる任意のベクトル空間 U, V ⊆ Kn

に対して，dim U + dim V ≤ n となることは同値である．これは，K = Cのときは，定理 4.1
の条件 (c)に他ならない．したがって，
定理 4.5 ([18]). K = Cのとき，非可換ランクは多項式時間で計算できる．
その後すぐに Ivanyos, Qiao, Subrahmanyam [35] は，任意の体 K で非可換ランクを計算

する多項式時間アルゴリズムを示した．問題 (4.6) は，2 部マッチング問題の一般化である
が，彼らのアルゴリズム（IQSアルゴリズム）は，交互道アルゴリズムの代数的一般化（Wong
sequence）と斜体の元による最大ランク行列補完に基づく大変興味深いもので，プライマルと
デュアルの最適性の証拠，特に (4.6)の最適解，を出力する．ただし，アルゴリズムも大変複
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雑である．

そのような流れを独立に Hamada, Hirai [22]は，問題 (4.6) を考察していて，問題構造のも
つ劣モジュラ性を利用する多項式時間アルゴリズムを提案している．問題 (4.6)は，ベクトル
部分空間のなすモジュラ束上の劣モジュラ最適化とみなすことができる．通常の劣モジュラ関

数 f : {0, 1}n → Rが Lovász拡張によって凸関数 f̄ : [0, 1]n → Rに拡張されたように，そし
て，Lovász拡張によってアダマール空間上の測地的凸最適化問題へと拡張される [26]．具体
的には，3.2節で述べたユークリッドビルディング上の凸最適化問題

min. 2n−
∑

i

pi −
∑

j

qi +
∑

k

gk(p · U , q · V)

s.t. p, q ∈ Rn
↓ ∩ [0, 1]n, U ,V : Kn のフラッグ (4.7)

と拡張される．ここで，gk は制約 Ak(U, V ) = {0} をペナルティ項にした凸関数である．
Hamada, Hirai [22] は，目的関数の分離性を利用して，アダマール空間上の分割近接点法
(Bačák [5])とその収束評価 (Ohta, Pálfia [46])を応用することで多項式時間アルゴリズムを
示した．このアルゴリズムは，体 Kが何であっても特別な工夫を必要とせず，原理的にはシ
ンプルなアルゴリズムで問題 (4.6)の最適解を出力する．しかし，アルゴリズム内でベクトル
部分空間（の基底）を更新を行うことから，K = Qのときは，基底を表現するビット長が指数
的に大きくなる可能性が排除できていない．[22]では，その問題を回避するため，p進付値を

用いて，有限体 GFp 上の問題に多項式時間帰着させる手法も導入している．ただし，(4.6)の
最適値は得られるが，最適解は得られない．

問題 (4.6) の最適解を出力することは，現在のところかなり難しく，一般の体で動くのは
IQS アルゴリズムのみのようである．作用素 Sinkhorn アルゴリズムに基づく [18] のアルゴ
リズムもその動作原理から nc-非正則性の証拠，すなわち，条件 (c) をやぶるベクトル空間
U, V ⊆ Cn を出力しない．最近になって，Franks, Soma, Goemans [15]は，作用素 Sinkhorn
アルゴリズムを修正して多項式回反復で (4.6)の最適解を求めるアルゴリズムを与えている．
しかし，こちらもなかなか大変なアルゴリズムである．

Edmonds問題は，名前のとおり，J. Edmonds [12]によって導入されたもので組合せ最適化
がルーツである．したがって，非可換 Edmonds問題の導入・発展は，組合せ最適化にも強く
影響をあたえている．実際，非可換ランク計算にインスパイアされた新しいアルゴリズムの設

計や非可換ランク計算を拡張した非可換行列次数計算の導入とその組合せ最適化・多面体的組

合せ論へのフィードバックが展開されてきている．この方面の発展については，スライド資料

[59]，最近の論文 [27, 29, 30, 36, 47]，解説記事 [56, 57] を参照されたい．これらの研究におい
ても，上の問題 (4.7)のようなユークリッドビルディング上の凸最適化（の離散化）が現れる．
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5. 話題

5.1. Brascamp-Lieb 不等式
Brascamp-Lieb 不等式 [8, 41] とは，全射線形写像 Bj : Rn → Rnj と非負実数 pj ∈ R+

(j = 1, 2, . . . , m)の組をパラメータ（BLデータ）として，任意の非負可測関数 fj : Rnj → R+

(j = 1, 2, . . . , m)に対して∫
x∈Rn

m∏
j=1

fj(Bjx)pj dx ≤ CBL

m∏
j=1

(∫
xj∈Rnj

fj(xj)dxj

)pj

(5.1)

が成り立つというものである．定数 CBL（BL定数）は

CBL :=
(

inf
Xj

det
∑m

j=1 pjB
>
j XjBj∏m

j=1(det Xj)pj

)− 1
2

∈ [0,∞), (5.2)

で与えれれる．ここで inf は各 j ∈ [m] についてサイズ nj の正定値行列 Xj にわたって

とる．Hölder の不等式などの重要な不等式が特別な場合として一挙に導かれる．例えば，
Cauchy-Schwarzの不等式は，BLデータが p1 = p2 = 1/2, B1 = B2 = I の場合である．

BL定数にあわられる最適化問題は，

inf. log det
m∑

j=1
pjB

>
j XjBj −

m∑
j=1

pj log det Xj s.t. Xj : 正定値対称 (j ∈ [m]). (5.3)

であるが，目的関数は Pn1 × Pn2 × · · · × Pnj 上測地的凸であり，測地的凸最適化問題となる．

Brascamp-Lieb不等式が意味をもつのは，CBL <∞の場合であるが，そのときの特徴付けは
以下のようになる．

定理 5.1 (Bennet, Carbery, Christ, Tao [6]). 以下は同値：
(1) CBL <∞.
(2)

∑m
j=1 pjnj = n を満たし，任意のベクトル部分空間 V ⊆ Rn に対し不等式∑m
j=1 pj dim BjV ≥ dim V を満たす．

Garg, Gurvits, Oliveira, Wigderson [17]は，各 pj が有理数のとき，問題 (5.3)が，作用素
スケーリングの最適化問題に帰着することを示し，作用素スケーリングを用いて，CBL の有限

性の判定と CBL の計算をする擬多項式時間アルゴリズムを与えている．

CBL の有限性の判定は，pj が定理 5.1の条件 (2)で定義される有理多面体（BL多面体）に
入っているかと問うメンバシップ問題である．BL多面体は，組合せ最適化からみても興味深
い．もしも，すべて nj = 1なら，BL多面体は Bj の行ベクトルたちがつくる線形マトロイド

のマトロイド基多面体に一致する．Franks, Soma, Goemans [15]は，nj = 2(∀j)の場合，BL
多面体は，Bj の行ベクトルたちから定義される完全分数マトロイドマッチング多面体に一致

することを示している．したがって，分数マトロイドマッチング上の線形最適化によって，BL
多面体のメンバシップが解けることになる．分数マトロイドマッチング上の線形最適化につい



The Thirty-Fifth RAMP Symposium

て Gijswijt, Pap [20]が多項式時間アルゴリズムを与えていたが，このアルゴリズムは，ビッ
ト複雑度が多項式サイズにおさえられる保証がない．Franks, Soma, Goemans [15]は，この
事実を指摘して，修正された作用素 Sinkhornアルゴリズムを用いることで，ランク 2の BL
多面体のメンバシップ問題が NP∩ co-NPに入っていることを示した．Hirai, Iwamasa, Oki,
Soma [31]では，非可換行列式次数計算の枠組みから，この線形最適化がビット複雑度を考慮
したうえでも多項式時間で解けることを示し，ランク 2の BL多面体のメンバシップの多項式
時間可解性が示された．

一般の BL多面体のメンバシップが，NP∩ co-NPに入っているか，多項式時間で解けるど
うか，はわかっていない．なお，BL多面体のメンバシップは，最適化問題

min. dim V −
m∑

j=1
pj dim BjV s.t. V ⊆ Rn : ベクトル部分空間 (5.4)

を帰着するが，これもベクトル部分空間のなすモジュラ束上の劣モジュラ最適化であり，(4.7)
のようなユークリッドビルディング上の凸最適化へと拡張される．Hamada, Hirai [22]のアプ
ローチも適用はできるが，計算量に pj が入り，多項式時間アルゴリズムにはならず，ビット

長の指数爆発の問題も残る．

5.2. 群軌道上のノルム最小化問題

作用素スケーリング, BL 不等式で現れたような測地的凸最適化問題は，さまざまな分
野に現れることがわかってきた．Bürgisser たち [10] は，それらを統合して「群軌道上の
ノルム最小化問題」として定式化した．G ⊆ GLn(C) を C 上の簡約代数群とする．す
なわち有限個の多項式で定義された GLn(C) の部分群で，g ∈ G ならば g† ∈ G を満た

すものとする．π : G → GLN (C) を有理表現とする．非ゼロベクトル v ∈ CN の軌道

π(G)v = {π(g)v | g ∈ G}上でノルムを最小化する問題を考える．すなわち，

inf. log ‖π(g)v‖ s.t. g ∈ G (5.5)

を考える．表現空間の内積・ノルムとして，G の極大コンパクト部分群 K = G ∩ U(n) 上
で，不変 ‖π(k)v‖ = ‖v‖(∀k ∈ K)となるものを考える．例えば，作用素スケーリングのとき
は，G = SLn(C)× SLn(C)，表現空間を Cn×n×m = {(A1, A2, . . . , Am) | Ai ∈ Cn×n}，表現
π : G → GLn×n×m(C) を π(g, h) := (gA1h†, gA2h†, . . . , gAmh†)，ノルムを l2 ノルムとする

と SU(n)× SU(n)-不変で，(5.5)は (4.3)と一致する．(4.3)では，det X = det Y = 1に制限
してよいことに注意する．行列スケーリングも同様の定式化ができる．

この問題 (5.5) が，非正曲率対称空間 Pn ∩ G 上の凸最適化問題となることをみる．ま

ず，‖π(g)v‖2 = 〈π(g)v, π(g)v〉 = 〈v, π(g)†π(g)v〉 = 〈v, π(g†)π(g)v〉 = 〈v, π(g†g)v〉 で，
g†g ∈ Pn ∩Gであるから，以下の問題と同値である：

inf. fv(x) := log〈v, π(x)v〉 s.t. x ∈ Pn ∩G. (5.6)
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定理 5.2 ([10]). 目的関数 fv は，Pn ∩G上測地的凸関数である．

G = GLn(C)のときを考える．Pn の極大フラットは，{g†ediag ξg | ξ ∈ Rn}のようにかけ
る．表現 πを可換部分群 (ediag ξ)ξ∈Rn に制限すると同時対角可能なので，有限集合 Ω(π) ⊆ Rn

（π のウェイトの集合）によって

fv(g†ediag ξg) = log〈v, π(g†)π(ediag ξ)π(g)v〉 = log
∑

ω∈Ω(π)
‖(π(g)v)ω‖2eω>ξ

とかける．ここで，(·)ω は ωに対応する固有空間への直交射影である．これは幾何計画の目的

関数（凸関数）である．

この設定のもとで，スケーリング可能性の特徴付け（定理 2.1, 定理 4.1）は，次のように一
般化される．

定理 5.3 (Kempf-Nessの定理 & Hilbert-Mumfordの規準). 以下は同値である：
(a) infx∈Pn∩G ‖∇fv(x)‖ = 0.
(b) infx∈Pn∩G fv(x) > −∞.
(c) Gは，limt→∞ π(eht)v = 0となるワンパラメータ部分群 t 7→ eht をもたない．

(a)と (b)の同値性が Kempf-Nessの定理より従い，(c)が Hilbert-Mumfordの規準である．
これらは不変式論（たとえば [54]）の結果であるが，行列スケーリングの数理がこのような形
で一般化されて理解されるのは大変興味深い．

Bürgisserたち [10]は，多様体 Pn ∩ G上の勾配法にもとづく勾配ノルムが ϵ以下の解を求

めるアルゴリズム，信頼領域法にもとづく最適値との加法的誤差 ϵ以下の解を求めるアルゴリ

ズムをあたえている．前者は，ユークリッド空間上の L平滑関数に対する最急降下法（ステッ

プサイズ 1/L）のときの議論のダイレクトな拡張で，反復回数のオーダーが 1/ϵ2 に比例する．

後者は，[2]の拡張で，反復回数の精度パラメータ ϵに対する依存性が log 1/ϵに改良されてい

るが，表現 π から決まる他のパラメータに関して指数的である．[10]では，関連する他の問題
（p-スケーリング問題，モーメント多面体メンバシップ）も扱っている．
5.3. 多様体上の多項式時間内点法への挑戦

前節の問題群においては，「すべての入力パラメータに対して多項式時間のアルゴリズムを

つくれるか？」が１つの焦点となっいる．Franks, Reidenbach [16]は，求めたい ϵ-近似解が
「指数的に遠くにある」インスタンスを構成した．それにより，信頼領域法などのステップ幅

が固定された反復アルゴリズムでは，一般に多項式時間アルゴリズムを得られないことがわ

かった．したがって，多項式時間アルゴリズムの設計に向けては，行列スケーリングや幾何計

画問題に多項式時間アルゴリズムをもたらした楕円体法や内点法を対称空間 Pn ∩G上へと拡

張することが１つの自然なアプローチと考えられる．

多様体上の楕円体法に関わる結果として，Rusciano [50]によるアダマール多様体上の（非
構成的な）切除平面法の研究がある．そこでは，凸関数の最適解を含む領域の体積を指数的に

減少させる（劣勾配から決まる）切除平面の列の存在が示されている．これは，楕円体法の多
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項式性の根拠となる性質である．しかし，ユークリッド空間の時とは異なり，体積が直径に対

して指数的になりうる．例えば，双曲空間の半径 Rの球の体積は，O(eR)である．したがっ
て，最適解が指数的に遠くにある状況においては，実装できたとしても多項式時間アルゴリズ

ムにはならない．この方面の研究は [11]も参照．
内点法はどうか．実は，Nesterov, Nemirovskii [45]による凸最適化に対する多項式時間内

点法の一般的枠組み（自己整合関数の理論）を多様体で考える試みは，Udriste [53], Jiang,
Moore, Ji [37] にある．そこでは， f : M → R が α-自己整合（self-concordant）の定義を
ユークリッドのときのダイレクトな拡張として共変微分∇を用いて，

|(∇3f)x(u, u, u)| ≤ 2√
α
|(∇2f)x(u, u)|3/2 (x ∈M, u ∈ Tx) (5.7)

としている．パス追跡法の枠組みに必要となる Newton法の局所２次収束性と Newton decre-
mentによる数値的２次収束性保証を示すには，条件

|(∇3f)x(u, u, v)| ≤ 2√
α

(∇2f)x(v, v)1/2(∇2f)x(u, u) (x ∈M, u, v ∈ Tx) (5.8)

を使うことになる．ユークリッド空間のときは，共変微分が可換（= 曲率テンソルがゼロ）
で，∇3f が対称 3次形式となり，(5.7)と (5.8)は同値となる [45, Appendix 1]．しかし，曲
率テンソルがゼロでないときは，∇3f は対称とならず，(5.7)と (5.8)は同値ではない．論文
[37, 53]では，この点が考慮されておらず，他にも不明瞭な点が散見される．

Hirai, Nieuwboer, Walter [32]では，この事実を指摘したうえで，(5.8)を自己整合関数の定
義として，多項式時間パス追跡法の枠組みを多様体上へと拡張している（[28]も参照）．その
証明の多くは，ユークリッド空間のときの議論 [45]をダイレクトに多様体上に拡張していくも
のであるが，強い定義 (5.8)を使うためにいくつかの場面で工夫が必要となる．
自己整合の条件 (5.8)を具体的な関数に対して示すのは，かなり大変な計算を要する．[32]

では，複雑な計算のすえ対称空間上の２乗距離関数（凸関数）の自己整合性を証明した．

定理 5.4 ([32]). 非正曲率対称空間 Pn ∩Gにおいて，x 7→ d(I, x)2 は，2-自己整合である．
さらに対数バリア関数の構成法により，バリアパラメータ θが O(R2)の半径 Rの距離球の

自己整合バリア関数 FR を構成している．しかし，パス追跡法の反復回数は
√

θ に比例するの

で，このバリアでは最適解が遠くにある場合の困難性を突破することはできない．とはいえ，

具体的な問題への応用が示されている．[32]では，ノルム最小化問題 (5.5)の目的関数 fv に対

しては，tfv + FR (∀t)が 1/N(π)2-自己整合であることを示し，半径 Rの距離球内の ϵ-近似解
を求める O(RN(π) log RN(π)/ϵ)反復のパス追跡法を示した．N(π)は，表現 πのウェイトの

最大ノルムである．これは，信頼領域法による [10]のものと同性能である．さらに，その他の
問題（非正曲率対称空間上の最小包含球問題，双曲空間上のメディアン問題）にこの枠組みを

適用して，精度 ϵの依存性が log 1/ϵ となるはじめてのアルゴリズムを構成している．バリア

FR を使うので，最適解の存在が保証される距離球の半径 Rの依存性を取りのぞくことはでき
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ていない．

5.4. アダマール空間上の凸解析の試み

2.4節でみたように行列スケーリングのときは，後退関数を用いて有界性と同値な条件 (c)
を導くことができた．そこで，一般のアダマール空間上でも後退関数にあたるものを考えるこ

とは自然であろう．実際，微分幾何学の文脈において，Kapovich, Leeb, Millson [40]は，凸関
数の漸近傾き（asymptotic slope）という概念を導入し，Hilbert-Mumfordの規準との関係を
示している．Hirai [25]では，この考え方を最適化・凸解析的に拡張して上述の問題へと応用し
ている．アダマール空間M 上では，後退関数は，M の無限遠境界（boundary at infinity）上
の関数と定義される．そのために境界を定義しよう（くわしくは [9, Part II, Chapter 8]を参
照）．無限に伸びる測地線 t 7→ c(t) (t ∈ R+) の集合に「漸近的である」という同値関係をいれ
る：２つの測地線 c(t), c′(t)が漸近的 ⇔ ∃C : d(c(t), c(t′)) < C(∀t ∈ R+)．無限に伸びる測地
線の集合をこの同値関係で割った集合をM の無限遠境界と呼んでM∞であらわす．さらにそ

の錐 CM∞ := (M∞×R+)/ ∼を考える：(ξ, r) ∼ (ξ′, r′)⇔ (ξ, r) = (ξ′, r′) or r = r′ = 0．空
間 CM∞は定速測地線 t 7→ c(rt)の同値類である．M が多様体のときは，接空間 Txの元 vに

定速測地線 t 7→ expx tv を対応させることで，Tx と CM∞ の間の全単射が得られる．これに

より CM∞ の位相 ' Tx が誘導される．この位相（錐位相）は xの取り方によらない．CM∞

にはそれとは異なる位相を持つ距離空間の構造が入る．2点 p = (ξ, r), q = (ξ′, r′) ∈ CM∞ の

距離 d∞(p, q)を
d∞(p, q)2 = r2 + r′2 − 2rr′ inf

x∈M
〈v, v′〉 (5.9)

で定義する．ここで，測地線 t 7→ expx tv, t 7→ expx tv′ の同値類が，ξ, ξ′ ∈ CM∞ となるも

のとする．得られる距離空間 (CM∞, d∞) はアダマール空間になり，その上で凸性が議論で
きる．

この設定のもとで，凸関数 f : M → Rの後退関数 f∞ : CM∞ → R ∪ {∞}を

f∞(p) := lim
t→∞

f(c(t))− f(c(0))
t

　 (p ∈ CM∞) (5.10)

と定義する．ここで，cは定速測地線で同値類が pとなるもので，f∞(p)は，cの取り方によ

らず決まる．[40]では，漸近傾きをM∞ 上の定義しており，後退関数 f∞ はそれを正斉次的

に拡張したものである．ユークリッド空間のときのアナロジーとして以下がなりたつ．

定理 5.5 ([25]). f∞ は正斉次凸関数である．

また，定義から

inf
x∈M

f(x) >∞ならば f∞(p) ≥ 0 (∀p ∈ CM∞)

がすぐわかるが，ノルム最小化問題の目的関数 fv においては，逆方向も成立する．特に，定

理 5.3の Hilbert-Mumfordの規準 (c)は

f∞
v (p) ≥ 0 (∀p ∈ CM∞).
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ともかくことができる．この条件は，境界 CM∞ 上の f∞
v を最小化する凸最適化によって判

定できる．対称空間M の境界 CM∞ はユークリッドビルディングになることが知られてお

り，ユークリッドビルディング上の凸最適化である．特に，M = Pn のときは，境界 CM∞

は，接空間 TI との同一視によってエルミート行列の空間とみなせるが，(CM∞, d∞)は，3.2
節の方法でビルディングの構造をいれたものと等長となる．この事実は，これまでみてきた

Pn 上の測地的凸最適化とベクトル部分空間の最適化の関係を統一的に説明するものである．

[25] では，さらに，境界 CM∞ を「M の双対空間」のように扱う凸解析的理論を展開し

ている．たとえば，勾配 ∇f(x) ∈ Tx から，定速測地線 t 7→ expx t∇f(x) の同値類として
∇∞f(x) ∈ CM∞ を定義することができる．x 7→ ∇∞f(x) は勾配写像のアナロジーである．
また，CM∞ の各点 pには，アフィン関数のアナログとして Busemann関数 bp という凸関数

を対応させることができる．M = Rn のときは，CM∞ = Rn で，Busemann関数は，アフィ
ン関数 x 7→ −〈p, x〉である．すると，f : M → Rの共役関数 f∗ : CM∞ → R ∪ {∞}が

f∗(p) := sup
x∈M
−bp(x)− f(x) (x ∈M) (5.11)

と定義される．f∗ は凸関数とは限らないが，M が対称空間のときは，ビルディング CM∞ を

構成する各錐のうえでは凸関数になる．[25]では，これらの概念を用いて，等式 (2.8)のアナ
ロジーやノルム最小化問題 (5.5)を一般化した p-スケーリング問題やモーメント多面体メンバ
シップ問題を議論している．
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