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線形写像

行列の最も一般的な解釈は，ベクトルの上の線形性を満たした関数である．

線形性 加算とスカラー倍が定義されている集合AとBの間の関数 f がが線形性を満たすとは，任
意のAの元 uと vおよびスカラー cについて以下の二つの等式が成り立つことである．

f(u+ v) = f(u) + f(v)

f(c · u) = c · f(u)

行列の写像 Kを体 (実数や複素数など)とする．そのとき，K上のm× n行列AがKn(すなわちK

の n組)からKm(すなわちKの m組)への以下の線形写像 f を定義する．

f : Kn → Km

u⃗ ∈ Kn 7→ Au⃗ ∈ Km

逆に，任意のKnからKmへの線型写像に対して，その母体となるm× n行列が存在する．

例 A =

[
1 2 3

2 0 1

]
の線型写像は以下の関数 f : K3 → K2である．

f



x1

x2

x3


 = A


x1

x2

x3

 =

[
x1 + 2x2 + 3x3

2x1 + x3

]

グラフと隣接行列

前回, 例としてグラフを紹介したが, もう少し形式的に説明する.

グラフ G = (V,E) は頂点の集合 V (vertices)と辺の集合 E(edges)からできている. Eは V 上の二
項関係である (頂点の対の集まり). Eが対称的であればGは無向グラフといい, そうでなければ有向
グラフという.
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上記のグラフを ({A,B,C}, {(A,B), (B,C)})と表現できる.
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隣接行列 各行と列にVの頂点を割り当て, i番目と j番目の頂点が辺で結ばれている場合には成分
ijを 1とし, そうでなければ 0とする行列を隣接行列という.

A = 1, B = 2, C = 3 M =


0 1 0

0 0 1

0 0 0


Gが無向グラフであれば, M は対称行列になる.

また, Mnの i, j成分は i番目の頂点から j番目の頂点まで行く nステップの道のりの数になる. た
とえば, M2の 1, 3成分が 1なので, AからC まで 2ステップで行けることが分かる.

さらに, M が冪零行列なら, Gが循環を含めないことも分かる.

M2 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 M3 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0



行列の分割

分割 計算や証明を簡単にするために, 行列を縦横に小さな行列に分割することができる. 各行列の
幅と高さが縦と横で揃っていなければならない.

A =


A11 A12 . . . A1t

A21 A22 . . . A2t

. . . . . . . . . . . .

As1 As2 . . . Ast


各行の高さ : m1,m2, . . . ,ms

各列の幅 : n1, n2, . . . , nt

Aij : mi × nj型
A :

∑
mi ×

∑
nj型

例


2 3 0

1 −2 0

5 3 −9

 =

 A11 A12

A221 A22

 A11 =

[
2 3

1 −2

]
, A12 =

[
0

0

]
, A21 = [5 3], A22 = [−9]

分割行列の和と差 同じように分割されている二つの行列の和と差は小行列ごとにすればいい.

[Aij] + [Bij] = [Aij +Bij] [Aij]− [Bij] = [Aij −Bij]

分割行列の積 Aの横の分割とBの縦の分割が同じならば, AとBの積を小行列ごとに行うことがで
きる.

AB = [Aij][Bjk] = [Cik]

Aij : mi × nj型 Bjk : nj × rk型 Cik = Ai1B1k + . . .+ AitBtk : mi × rk型

例 A1, B1がm次正方行列, A2, B2が n次正方行列ならば A1 O

O A2

 B1 O

O B2

 =

 A1B1 O

O A2B2
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例 Aがm× n行列のとき

[Em | −A]

 A

En

 = EmA− AEn = A− A = Om,n

ベクトル分割 Aがm×n行列ならば, それをm個の行ベクトルか n個の列ベクトルに分割すること
ができる.

A = [ c1 | . . . | cn ] =


r1
...

rm



例

[
1 2

3 4

]
= [ c1 | c2 ] =

 r1

r2

 c1 =

[
1

3

]
, c2 =

[
2

4

]
r1 = [1 2], r2 = [3 4],

ベクトル分割による積の表現 Aがm× n行列, Bが n× r行列のとき

AB =


a1

...

am

 [ b1 | . . . | br ] = [aibk]m×r =


a1b1 . . . a1br

. . . . . . . . .

amb1 . . . ambr



問題 1.1.4～1.1.8, 1.2.2 の解答

問 4(2)

[
d a− 1

b+ 2 1

]
= t

[
2 a

2b c

]
=

[
2 2b

a c

]
⇔


d = 2

a− 1 = 2b

b+ 2 = a

1 = c

⇔


d = 2

c = 1

b+ 1 = 2b

a = b+ 2

⇔


d = 2

c = 1

b = 1

a = 3

問 5(1)

tA = A ⇔


1 a b

2c+ 1 −2 a− 2

3 c 0

 =


1 2c+ 1 3

a −2 c

b a− 2 0

 ⇔


a = 2c+ 1

b = 3

a− 2 = c

⇔


a = 2c+ 1

b = 3

2c− 1 = c

⇔


a = 3

b = 3

c = 1

対称性より, 上の三角だけを見ればいい.

問 6

tA = −A ⇔ t[aij] = −[aij] ⇔ [aji] = [−aij] ⇒ aii = −aii ⇔ aii = 0

問 7(1)

tA = −A ⇔


0 a c

2c+ 1 b− 2 d− 2

3 c 0

 =


0 −2c− 1 −3

−a 2− b −c

−c 2− d 0

 ⇔


a = −2c− 1

c = −3

b− 2 = 0

d− 2 = −c

⇔


a = 5

b = 2

c = −3

d = 5

対称性より, 上の三角だけを見ればいい.
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問 8 {
tA = A
tA = −A

⇒ A = −A ⇔ aij = −aij (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) ⇔ aij = 0 ⇔ A = O

問 1.2.2

A : 3× 2型, B : 3× 2型, C : 1× 3型, D : 2× 2型.

可能な組合せは，結合部分が 1のときAC，2のときBD，3のときCAとCB だけ．

AC =


4 0 2

2 0 1

−2 0 −1

 , BD =


4 17

7 16

−1 4

 , CA =
[
3

]
, CB =

[
6 5

]
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