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線形写像の空間 R上のベクトル空間 U と V が与えられたとき，U と V の間の線形写像を全
て集めた集合をHom(U, V )と書く．Hom(U, V )もまたR上の線形空間である．特に

(1) 常に o⃗を返す写像OはHom(U, V )に含まれる．

(2) T, S ∈ Hom(U, V )とする，T + Sを (T + S)(x⃗) = T (x⃗) + S(x⃗)と定義すると，T + S ∈
Hom(U, V ).

(3) T ∈ Hom(U, V ), c ∈ Rとする，cT を (cT )(x⃗) = c · T (x⃗)と定義すると cT ∈ Hom(U, V ).

(4) 線形空間 U の恒等関数 Id はHom(U,U)に含まれる．

(5) T ∈ Hom(U, V ), S ∈ Hom(V,W )とすると，その合成 S ◦ T がHom(U,W )に含まれる．

線形変換 Hom(U,U)の線形写像を U の線形変換という．

例 任意のR上のベクトル空間 U において，T (x⃗) = cx⃗というスカラー倍変換は線形変換で
ある．

基の変換行列 有限次元ベクトル空間 U の 2つの基 {u⃗1, . . . , u⃗n}と {u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n}が与えられた

とき，片方がもう一方の 1次結合として書ける．

(u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n) = (u⃗1, . . . , u⃗n)P

その正則行列 P は {u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n}から {u⃗1, . . . , u⃗n}への基の変換行列という．P は恒等写像 Idの

U の 2つの基基 {u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n}と {u⃗1, . . . , u⃗n}に関する表現行列でもある．

(Id(u⃗′
1), . . . , Id(u⃗

′
n)) = (u⃗′

1, . . . , u⃗
′
n) = (u⃗1, . . . , u⃗n)P

合成の表現行列

(1) {u⃗1, . . . , u⃗n}, {v⃗1, . . . , v⃗m}, {w⃗1, . . . , wℓ}を U, V,W の基，

(2) {u⃗1, . . . , u⃗n}と {v⃗1, . . . , v⃗m}に関する T の表現行列をA，

(3) {v⃗1, . . . , v⃗m}と {w⃗1, . . . , w⃗ℓ}に関する Sの表現行列をB

とすると，{u⃗1, . . . , u⃗n}と {w⃗1, . . . , w⃗k}に関する S ◦ T の表現行列はBA である．すなわち,

(S(T (u⃗1)), . . . , S(T (u⃗n))) = (S(v⃗1), . . . , S(v⃗m))A = (w⃗1, . . . , w⃗k)BA

定理 5.2.1 T ∈ Hom(U, V )とする．

(1) T の {u⃗1, . . . , u⃗n}と {v⃗1, . . . , v⃗m}に関する表現行列がA，
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(2) T の {u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n}と {v⃗′1, . . . , v⃗′m}に関する表現行列がB，

(3) {u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n}から {u⃗1, . . . , u⃗n}への基の変換行列が P，

(4) {v⃗′1, . . . , v⃗′m}から {v⃗1, . . . , v⃗m}への基の変換行列がQ

ならば，
B = Q−1AP

証明 T の線形性と (u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n) = (u⃗1, . . . , u⃗n)P より

(T (u⃗′
1), . . . , T (u⃗

′
n)) = (T (u⃗1), . . . , T (u⃗n))P = (v⃗1, . . . v⃗m)AP

一方
(T (u⃗′

1), . . . , T (u⃗
′
n)) = (v⃗′1, . . . , v⃗

′
m)B = (v⃗1, . . . v⃗m)QB

(v⃗1, . . . , v⃗m)が 1次独立なので，AP = QB，両辺にQ−1をかけるとB = Q−1AP .

定理 5.2.2 T ∈ Hom(U,U)について

(1) T の {u⃗1, . . . , u⃗n}に関する表現行列がA，

(2) T の {u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n}に関する表現行列がB，

(3) {u⃗′
1, . . . , u⃗

′
n}から {u⃗1, . . . , u⃗n}への基の変換行列が P

ならば，
B = P−1AP

例題 R2の線形変換 T (x⃗) =

[
7 −6

3 −2

]
x⃗の基

{
u⃗1 =

[
1

1

]
, u⃗2 =

[
2

1

]}
に関する表現行列を

求めよ．

例題 R[x]2の線形変換 T (f) = f ′(x)x+ f(0)x2 + f(1)について

(1) 基 {1, x, x2}に関する T の表現行列Aを求めよ．

(2) 基 {1 + x, x+ x2, x2}に関する T の表現行列Bを求めよ．
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