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1次結合 v⃗ ∈ V が u⃗1, . . . , u⃗n ∈ V の 1次結合で書けるとは，以下の等式をみたす c1, . . . , cn ∈ R

が存在することをいう．
v⃗ = c1u⃗1 + . . .+ cnu⃗n

1次関係 o⃗が u⃗1, . . . , u⃗n ∈ V の 1次結合で書けるとき，その結合を u⃗1, . . . , u⃗nの 1次関係とも
いう．

c1u⃗1 + . . .+ cnu⃗n = o⃗

1次独立・1次従属 o⃗が u⃗1, . . . , u⃗n ∈ V が自明でない 1次関係を持たないとき，すなわち c1u⃗1+

. . .+ cnu⃗n = o⃗が ci = 0 (1 ≤ i ≤ n)と同値であるとき，u⃗1, . . . , u⃗nは 1次独立であるという．自
明でない 1次関係が存在するときは 1次従属であるという．

例 V = Rnにおいて，e⃗iを i番目の成分が 1でそれ以外が 0の基本ベクトルとする．そのとき
には e⃗1, . . . , e⃗nは 1次独立である．

例 V = R[x]nにおいて 1, x, x2, . . . , xnという n+ 1個のベクトルが 1次独立である．

例題 R4において，次のベクトルが 1次独立か 1次従属かを調べよ．
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定理 4.2.1 u⃗1, . . . , u⃗n ∈ V が 1次従属であることと，ある u⃗i がそれ以外の u⃗j (j ̸= i)の 1次結
合で書けることは同値である．

定理 4.2.2 u⃗1, . . . , u⃗n ∈ V が 1次独立で，u⃗, u⃗1, . . . , u⃗nが 1次従属ならば，u⃗が u⃗1, . . . , u⃗nの 1

次結合として書ける．

1次結合の行列記法 A = [aij]がm× n行列で，(u⃗1, . . . , u⃗m)がベクトルのm組のとき，以下
の記法を定義する

(u⃗1, . . . , u⃗m)A = (a11u⃗1 + . . .+ am1u⃗m, . . . , a1nu⃗1 + . . .+ amnu⃗m)

注: (u⃗1, . . . , u⃗m) と
[
u⃗1 . . . u⃗m

]
を同一視すると計算が一致する．

定理 4.2.3 Vのベクトルの 2つの組 v⃗1, . . . , v⃗nと u⃗1, . . . , u⃗mについて，

(1) v⃗1, . . . , v⃗nがそれぞれ u⃗1, . . . , u⃗mの 1次結合として書ける

(2) n > m
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ならば，v⃗1, . . . , v⃗nは 1次従属である．

定理 4.2.4 u⃗1, . . . , u⃗m ∈ V が 1次独立で，Aがm× n行列のとき，

(u⃗1, . . . , u⃗m)A = (o⃗, . . . , o⃗)

ならばA = Om,nである．

定理 4.2.5 u⃗1, . . . , u⃗m ∈ V が 1次独立で，AとBがm× n行列のとき，

(u⃗1, . . . , u⃗m)A = (u⃗1, . . . , u⃗m)B

ならばA = Bである．

例題

v⃗1 = u⃗1 − u⃗2 + 3u⃗3, v⃗2 = 2u⃗1 − u⃗2 + 6u⃗3 + u⃗4,

v⃗3 = 2u⃗1 − 2u⃗2 + u⃗3 − u⃗4, v⃗4 = u⃗1 − u⃗3 + 3u⃗4

(1) 上記の 1次結合を行列をもって表現せよ

(2) u⃗1, u⃗2, u⃗3, u⃗4が 1次独立のとき，v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4が 1次独立か 1次従属か調べよ．

問題の回答

問 4.1.4 定理 4.1.1の各条件を確認すればいい．特に (2)と (3)がW1とW2について同時に保
存されるので，W1 ∩W2について保存される．

問 4.1.5 背理法で証明する．もしも W1 ̸⊂ W2 かつ W1 ̸⊃ W2 ならば，v⃗1 ∈ W1 \ W2 と
v⃗2 ∈ W2 \W1 が存在する．
W1∪W2が部分空間なので，v⃗1+ v⃗2 ∈ W1∪W2．従って v⃗1+ v⃗2 ∈ W1または v⃗1+ v⃗2 ∈ W2．前
者ならば，v⃗2 = v⃗1 + v⃗2 − v⃗1 ∈ W1となり，矛盾．後者も，v⃗1 = v⃗1 + v⃗2 − v⃗2 ∈ W2となり，矛盾．
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