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クラマーの公式

定理 3.4.3 Aが n次正方行列ならば, 連立 1次方程式

Ax⃗ = b⃗

の解は次のように書ける.

x⃗ =


x1

...

xn

 , xi =
det[⃗a1 . . .

i

b⃗ . . . a⃗n]

det(A)

[⃗a1 . . .
i

b⃗ . . . a⃗n] は A の i 列目を b⃗ に置き換えた行列.

証明 b⃗ = Ax⃗ = x1a⃗1 + . . .+ xna⃗n から

det[⃗a1 . . .
i

b⃗ . . . a⃗n] = x1det[⃗a1 . . .
i

a⃗1 . . . a⃗n] + . . .+ xndet[⃗a1 . . .
i

a⃗n . . . a⃗n]

= xidet[⃗a1 . . .
i

a⃗i . . . a⃗n] = xi det(A)

特別な形の行列式
ヴァンデルモンドの行列式

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

多項式

F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −1 0 . . . 0

a1 x −1
. . .

...

a2 0 x
. . . 0

...
...

. . . . . . −1

an 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an
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宿題の解答
3.4.4

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 b

c d 0 0

e f g 0

0 0 h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣∣∣
d 0 0

f g 0

0 h i

∣∣∣∣∣∣∣∣− b

∣∣∣∣∣∣∣∣
c d 0

e f g

0 0 h

∣∣∣∣∣∣∣∣ = adgi− bh

∣∣∣∣∣ c d

e f

∣∣∣∣∣ = adgi− bh(cf − de)

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 b 0 0 0

a 4 0 1 d

0 1 0 3 7

1 4 c 3 2

1 2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 1 d

0 0 3 7

1 c 3 2

1 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= bc

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 d

0 3 7

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = bc

{
3

∣∣∣∣∣ a d

1 1

∣∣∣∣∣− 7

∣∣∣∣∣ a 1

1 1

∣∣∣∣∣
}

= bc{3(a− d)− 7(a− 1)} = bc(7− 4a− 3d)

3.4.5 AÃ = det(A)E より det(AÃ) = det(det(A)E) = det(A)ndet(E) = det(A)n.

(1) det(A) ̸= 0ならば, det(AÃ) = det(A)det(Ã)から, det(Ã) = det(A)n−1.

(2) det(A) = 0ならば, A = Oのとき Ã = 0から det(Ã) = 0 = det(A). A ̸= Oのとき,

AÃ = Oから, Ãは正則ではない (AÃÃ−1 = A ̸= OÃ−1), すなわち det(Ã) = 0 = det(A).
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