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cosn xの積分

前回のレポートの回答では度々以下の不定積分に関する方程式を使っている (n ≥ 2)．∫
cosn xdx =

1

n
sin x cosn x +

n − 1

n

∫
cosn−2 xdx

証明は教科書の p65参照．n = 2のとき，倍角の方程式も使える.

cos 2α = cos2 α − sin2 α = 2 cos2 α − 1 = 1 − 2 sin2 α

問題5.3.1

つぎの線積分の値を計算せよ.

(1).
∫

C
x2dx + 2xydy, C : (1, 1)から (−1, 3)へ直線で結んだもの.

C : x = t, y = −t + 2, 向き t : 1 → −1.

∫
C

x2dx =
∫ −1

1
t2dt = −2

∫ 1

0
t2dt = −2

3

[
t3

]1

0
= −2

3∫
C

2xydy =
∫ −1

1
2t(−t + 2)(−1)dt =

∫ 1

−1
−2t2 + 4tdt

= 2
∫ 1

0
−2t2dt = −4

3

[
t3

]1

0
= −4

3∫
C

x2dx + 2xydy = −2

3
+ −4

3
= −2

(2).
∫

C
xydx + ex2

dy, C : y = x2, 向き : (0, 0) → (2, 4).

C : x = t, y = t2, 向き t : 0 → 2.

∫
C

xydx =
∫ 2

0
t3dt =

1

4

[
t4

]2

0
= 4∫

C
ex2

dy =
∫ 2

0
2tet2dt =

∫ 4

0
etdt = e4 − 1∫

C
xydx + ex2

dy = 4 + e4 − 1 = e4 + 3

(3).
∫

C
y2dx + x2dy, C : x = cos t, y = sin t (t : 0 → π).

∫
C

y2dx =
∫ π

0
sin2 t(− sin t)dt = −

∫ π

0
sin3 tdt

= −
[
− cos t sin2 t

]π

0
+

∫ π

0
− cos t × 2 cos t sin tdt

= 2
∫ π

0
− sin t cos2 tdt = 2

[
1

3
cos3 t

]π

0
= −4

3

1



∫
C

x2dy =
∫ π

0
cos3 tdt

= 0 (この積分区間で奇関数)∫
C

y2dx + x2dy = −4

3
+ 0 = −4

3

問題5.3.2

つぎの線積分を重積分に帰着して計算せよ (Cは単位円の周を時計の逆回りに 1周したも
の).

(1).
∫

C
(ex + y)dx + (y4 + x3)dy

グリーンの定理を用いる. ただしDは単位円の内部.

P (x, y) = ex + y
∂P (x, y)

∂y
= 1

Q(x, y) = y4 + x3 ∂Q(x, y)

∂x
= 3x2

∫
C
(ex + y)dx + (y4 + x3)dy =

∫∫
D

(
3x2 − 1

)
dxdy

この重積分を極座標を用いて計算する. x = r cos θ, y = r sin θとおく.

領域D = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}.∫ 2π

0
cos2 θdθ =

∫ 2π

0
sin2 θdθ =

1

2

∫ 2π

0
dθ = π (*)

∫∫
D

(
3x2 − 1

)
dxdy =

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

0
(3r3 cos2 θ − r)dr

=
∫ 2π

0

[
3

4
r4 cos2 θ − 1

2
r2

]r=1

r=0
dθ

=
∫ 2π

0

3

4
cos2 θ − 1

2
dθ

=
3

4
π −

[
1

2
θ
]2π

0
(*より)

= −π

4

(2).
∫

C
(y3 − y)dx + (3y2x − x)dy

グリーンの定理を用いる.

P (x, y) = y3 − y
∂P (x, y)

∂y
= 3y2 − 1

Q(x, y) = 3y2x − x
∂Q(x, y)

∂x
= 3y2 − 1

∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
となるので

∫
C
(y3 − y)dx + (3y2x − x)dy = 0

2


