
調和余積の二種類の固定化部分群について

名古屋大学大学院多元数理科学研究科
古庄　英和

GRADUATE SCHOOL OF MATHEMATICS, NAGOYA UNIVERSITY
HIDEKAZU FURUSHO

2元生成の自由群の tangentialな外部自己同型群の作用を 2種類考
え、それぞれの作用により定まる調和余積の固定化部分群が共に一致
すること、さらにそれらがRacinetのダブルシャッフル群とも一致する
ことを説明する。この報文はB. Enriquez氏との共同研究 [EF4]に基づ
いている。

1. 調和余積
Kを標数 0の体とする。V を二変数 e0, e1 の非可換多項式 K-代数

K〈e0, e1〉とする。∆�(ei) = ei ⊗ 1 + 1⊗ ei (i = 0, 1)で定まる余積
∆� : V → V⊗2

により V にはホップ代数の構造が入る。この∆�をシャッフル余積と
呼ぶことにする。
無限生成非可換多項式K-代数K〈y1, y2, y3, . . . 〉を考える。y0 = 1と

おくと yk 7→
∑k

i=0 yi ⊗ yk−i (k = 0, 1, 2, . . . )で定まる余積
∆∗ : K〈y1, y2, y3, . . . 〉 → K〈y1, y2, y3, . . . 〉⊗2

によりこれにもホップ代数の構造が入る。この∆∗を調和余積と呼ぶこ
とにする。
写像 ykm · · · yk1 7→ (−1)mekm−1

0 e1 · · · ek1−1
0 e1 により K〈y1, y2, y3, . . . 〉

はVに埋め込まれる。一方この写像によりK〈y1, y2, y3, . . . 〉は商V/Ve0
とも同一視される。K〈y1, y2, y3, . . . 〉をVの部分空間と見做した時はW
と記し、Vの商空間と見做した時はMと記すことにする。WにもM
にもホップ代数の構造が入るが、区別するためにそれぞれの余積を∆W

∗
と∆M

∗ と記すことにする。
定義により単射な線型写像 i : W ↪→ Vと全射な線型写像 π : V ↠ M

が存在するがこれはどちらもホップ代数の準同型ではないことに注意
しておく。
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V̂を deg(e0) = deg(e1) = 1により定まる次数による完備化、可逆元
のなす群を V̂×とする。g ∈ V̂ に対して, 各語W の係数を (g|W ) ∈ K
と記すことにする。同様に Ŵ 及び M̂を deg(yk) = kにより定まる次
数によるWとMの完備化とする。

Racinetにより導入されたダブルシャッフル群DS0は次で定義される。
Definition 1 ([R]). DS0は以下の 4条件を満たす ϕ ∈ V̂×の集合とし
て定義される:

∆̂�(ϕ) = ϕ⊗̂ϕ,

∆̂∗(ϕ∗) = ϕ∗⊗̂ϕ∗,

(ϕ|e0) = (ϕ|e1) = 0,

(ϕ|e0e1) = 0.

ここで
ϕ∗ := π(Γφ(−e1)

−1 · ϕ) ∈ M̂,

Γφ(e1) := exp

{
∞∑
n=1

(−1)n+1(ϕ|en−1
0 e1)e

n
1

}
∈ V̂×

としている。1

上の定義における 1番目と 2番目の式は多重ゼータ値のシャッフル積
と調和積に対応している ([Z]等を参照)。

ϕ1, ϕ2 ∈ V̂×
DRに対して積⊛を
ϕ1 ⊛ ϕ2 := aut(10)φ1

(ϕ2) := aut(1)φ1
(ϕ2) · ϕ1

= ϕ2(ϕ1e0ϕ
−1
1 , e1)ϕ1(e0, e1) ∈ V̂×

で定める。ここで aut
(1)
φ1 は e0 7→ ϕ1e0ϕ

−1
1 , e1 7→ e1で定まる V̂の位相的

Hopf代数の自己同型のことであり, aut
(10)
φ1 は

aut(10)φ1
(v) := aut(1)φ1

(v) · ϕ1

で定まる V̂DR の位相的 K-線形空間としての自己同型である。DS0 は
この積 ⊛に関して実際に群をなすことが [R]において示されている。
Grothendieck-Teichmüller 群, Kashiwara-Vergne群等この群に関連す
る研究については [F]を参照されたい。

1論文 [R]ではDSではなくDMRの記号が使われている。これはフランス語「double
mélange regularisé」より来ている。
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2. 二つの固定化部分群
シャッフル余積に関して群的条件を満たす V̂×の可逆元のなす集合

FDR
2 := {x ∈ V̂× ∣∣ ∆�(x) = x⊗ x}

を考える。この群の tangentialな自己同型のなす群をTAutと記す。群
FDR
2 の自己同型σが tangentialであるとはあるαi ∈ FDR

2 (i = 0, 1)が取
れて σ(exp(ei)) = αi exp(ei)α

−1
i とできることである。とくに α0 = α1

のときが内部自己同型であり内部自己同型群 IntはTAutの正規部分群
をなす。この商群が外部自己同型群

TOut := TAut/Int

である。射 σ 7→ α−1
1 α0を考えることにより、群同型

TOut '
(
(FDR

2 )>1,⊛
)

が引き起こされる。ここで右辺は (FDR
2 )>1 := {g ∈ FDR

2 | (g | e0) =
(g | e1) = 0} に先の ⊛により積構造を入れた群のことである。以
後、この二つの群を同一視することにする。ダブルシャッフル群 DS0

は (
(FDR

2 )>1,⊛
)の, 従ってTOutの,部分群と見做せることに注意して

おく。
TOutの以下の二種類の作用とその固定化部分群を考える。
(i). g ∈ (FDR

2 )>1 7→ aut
(1)
g よりTOutの V̂への群作用

aut
(1)
V : TOut → AutK-modV̂

が定まる。この作用において部分空間 Ŵは安定しているので群作用
aut

(1)
W : TOut → AutK-modŴ

が引き起こされる。定義 1の Γ-関数を用いてこの作用を以下の如くひ
ねることで

g 7→ Γaut(1)g = Ad(Γg(−e1)
−1) ◦ aut(1)g

群作用
Γaut

(1)
W : TOut → AutK-modŴ

が引き起こされる。これにより引き起こされる群作用
Γaut

(1)

W∨⊗W⊗2 : TOut → HomK-mod(Ŵ , Ŵ ⊗̂2)

を考える。
Definition 2. 調和余積∆W

∗ ∈ HomK-mod(Ŵ , Ŵ⊗2)のこの作用に関す
る固定化部分群を

Stab(∆W
∗ ) := {g ∈ TOut | Γaut

(1)

W∨⊗W⊗2(g)(∆
W
∗ ) = ∆W

∗ }

で定める。



4 調和余積の二種類の固定化部分群について

定義によりこの固定化部分群 Stab(∆W
∗ )はTOutの部分群である。

(ii). 一方で g ∈ (FDR
2 )>1 7→ aut

(10)
g よりTOutの V̂への群作用

aut
(10)
V : TOut → AutK-modV̂

が定まる。この作用は商空間 M̂への群作用
aut

(10)
M : TOut → AutK-modM̂

を誘導することが確かめられる。定義 1の Γ-関数を用いてこの作用を
以下の如く左から掛けることで

g 7→ Γaut(10)g = Γg(−e1)
−1 · aut(10)g

群作用
Γaut

(10)
M : TOut → AutK-modM̂

が引き起こされる。これにより引き起こされる群作用
Γaut

(10)

M∨⊗M⊗2 : TOut → HomK-mod(M̂,M̂⊗̂2)

を考える。
Definition 3. 調和余積∆M

∗ ∈ HomK-mod(M̂,M̂⊗2)のこの作用に関す
る固定化部分群を

Stab(∆M
∗ ) := {g ∈ TOut | Γaut

(10)

M∨⊗M⊗2(g)(∆
M
∗ ) = ∆M

∗ }
で定める。
定義によりこの固定化部分群 Stab(∆M

∗ )もTOutの部分群である。
TOutの 3つの部分群DS0と Stab(∆M

∗ )と Stab(∆M
∗ ) に関して次の

結果が得られた。
Theorem 4. (1) DS0 = Stab(∆M

∗ )>2.
(2) Stab(∆M

∗ ) = Stab(∆W
∗ ).

(1)は [EF0]の結果を用いて [EF2]で詳しく説明されている。ここで
Stab(∆M

∗ )>2 := {g ∈ Stab(∆M
∗ ) | (g|e0) = (g|e1) = (g|e0e1) = 0} とし

ている。
(2)について埋め込み Stab(∆M

∗ ) ⊂ Stab(∆W
∗ )は [EF2]で示されてい

る。逆向きの埋め込み Stab(∆M
∗ ) ⊃ Stab(∆W

∗ ) が [EF4]で示されてい
ることである。
Remark 5. (1) 上の定理が Betti類似 (詳しくは [EF1, EF2, EF3]

を参照)に対しても成り立つことが [EF4]で示されている。
(2) Yaddaden[Y]は埋め込み Stab(∆M

∗ ) ⊂ Stab(∆W
∗ )を cyclotomic

な設定に拡張している。cyclotomicな設定でもこの 2つが一致
しているかどうかはまだ判っていない。
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