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Abstract. 本稿は [K22]の続きである. 講演ではKashiwara-Vegne
Lie代数と Goncharovの二面 Lie代数との関係について moulds理
論を用いた formulationについて説明する. くわしくは [FK]を参照
されたい.

1. 先行研究
Kashiwara-Vergne Lie代数とは [AT, AET]において導入されたフ

ィルター付き次数付き Lie代数 krv• である. Kashiwara-Vergne予想
の"formal版"の解空間に作用することが知られている. krv•の二重次
数版 lkrv••が [RS]で導入されmould理論を用いた解釈がなされている.
定義により krv•のフィルトレーションによる逐次商 grDkrvから lkrv••
二重次数付き Lie代数への埋め込み

grDkrv• ↪→ lkrv••

が存在する
二面Lie代数とは [G]において導入された二重次数付きLie代数D(Γ)••

のことである. このLie代数は各有限アーベル群Γに対して定義されて
いる. この Lie代数は多重L値のダブルシャッフル関係式と分配関係式
（正確にはそれらの"最高次の項"）より定義される.

Γ = {e}のとき, D({e})••の depth> 1-部分 Fil2DD({e})••から lkrv••
への二重次数付き Lie代数の埋め込み

Fil2DD({e})•• ↪→ lkrv••.

が存在することが [M, RS]の結果より従う. またこれら Lie代数はmo-
tivic Lie代数LieGalM(Z)1の二重次数版の研究と関わっており, この二
つの Lie代数は一致していることかどうかは基本的な問題である.

2. 主結果
[FK]では, 上の結果をmould理論で整備しながら一般の有限アーベ

ル群 Γへ以下のように拡張している.
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(i) 各有限アーベル群 Γに対して, フィルター付き次数付きQ線型
空間 krv(Γ)•を構成する:

• 特にΓ = {e}のとき上述の krv•と一致するように定義され
ている.

• この krv(Γ)• は, Ecalleの senary関係式を満たし swapが
pus-neutralである多項式値の有限 alternal mouldsのなす
次数付きQ線型空間と同一視される.

krv(Γ)• ≃ ARI(Γ)sena/pusnu ∩ ARI(Γ)fin,polal .

(ii) krv(Γ)•の定義式の"最高次"の項を取り出すことにより二重次数
付きQ線型空間 lkrv(Γ)••を構成する:

• 特に Γ = {e}のとき上述の lkrv••と一致するように定義さ
れている.

• この線型空間は二重次数付き Lie代数の構造が入る.
• 以下の二重次数付きQ線型空間の埋め込み

grDkrv(Γ)• ↪→ lkrv(Γ)••

が存在する. ここで左辺は krv(Γ)•のフィルトレーションに
よる逐次商である.

• この lkrv(Γ)••は, push不変で swapが pus-neutralである多
項式値の有限 alternal mouldsのなす次数付きQ線型空間
と同一視される.

lkrv(Γ)•• ≃ ARI(Γ)push/pusnu ∩ ARI(Γ)fin,polal .

これより以下の可換図式が得られる.� �
grDkrv(Γ)•

≃ //
� _

��

grD(ARI(Γ)sena/pusnu ∩ ARI(Γ)fin,polal )
� _

��

lkrv(Γ)••
≃ // ARI(Γ)push/pusnu ∩ ARI(Γ)fin,polal� �

(iii) ダブルシャッフル関係式のみで定義されるLie代数D(Γ)••を導入
する. 定義よりGoncharovの二重次数付き二面 Lie代数D(Γ)••
はD(Γ)••の部分 Lie代数となる.

• 特に Γ = {e}のとき D(Γ)••は上述のD••と一致するよう
に定義されている.

• D(Γ)•• の depth>1-部分は, ARI(Γ)al/al に属しており多項
式値で有限なmouldsがなす次数付き Lie代数と同一視さ
れる.

Fil2DD(Γ)•• ≃ Fil2DARI(Γ)
fin,pol
al/al .



(iv) 以下の次数付き Lie代数の埋め込み
Fil2DARI(Γ)al/al ↪→ ARI(Γ)push/pusnu

を構成する. 両辺を ARI(Γ)fin,polal と共通部分を取ることにより
二重次数付き Lie代数の埋め込み

Fil2DD(Γ)•• ↪→ lkrv(Γ)••,

が得られる.
これより以下の可換図式が得られる.� �

Fil2DD(Γ)••
≃ //

� _

��

Fil2DARI(Γ)
fin,pol
al/al� _

��

lkrv(Γ)••
≃ // ARI(Γ)push/pusnu ∩ ARI(Γ)fin,polal� �

3. 課題
今回の共同研究 [FK]において浮上した関連する基本的な問題のいく

つかを以下に列挙する.
(1) Racinetが [R]において多重 L値のダブルシャッフル関係式を
用いてフィルター付き次数付き Lie代数 dmr(Γ)•を導入してい
る. Schnepsは [Sch12]において「ARI({e})al/il に対する Ecalle
の senary関係式の成立」を仮定したうえで埋め込みフィルター
付き次数付き Lie代数の埋め込み

dmr({e})• ↪→ krv•

を構成している. この仮定を外した上でもこの埋め込みが存す
るかどうかは定かでない. またこの埋め込みは一般の有限アー
ベル群 Γへ拡張できるかどうかも不明である. さらに Γ = {e}
のときこの二つは同型であると期待されているが, 一般の有限
アーベル群 Γに対してもそのように期待すべきなのかどうかも
よく判らない. また前節の主結果で挙げた二重次数付きLie代数
の埋め込みFil2DD(Γ)•• ↪→ lkrv(Γ)•• についてはどうなのだろう.

(2) 定義より誘導される埋め込み
grDdmr({e})• ↪→ D({e})••

が二重次数付き Lie代数の同型を与えているかという基本的な
問題が考えられている. この問題を一般の有限アーベル群 Γに
対して定式化した問題も考えられ得る. またKashiwara-Vergne
版での埋め込み

grDkrv(Γ)• ↪→ lkrv(Γ)••



が二重次数付き Lie代数の同型を与えているかという同様の問
題も考えられ得る.

(3) krv(Γ)•は Γ = {e}のときは, [AT]の krv02, 及び [RS, Definition
3]の krvの depth>1-partと一致する. [AT]では他にも krv0n+1

(n ⩾ 0) という Lie代数が導入されており, また [AKKN]では
krvn+1 というLie代数が導入されているが, これらと krv(Γ)•の
関係も不明である.

(4) Γが一般の有限アーベル群の時は, mould理論側でARI(Γ)push/pusnu
が ariu-bracketでLie代数をなすことを示すことにより lkrv(Γ)••
が Lie代数をなすことが [FK]で示されている. 一方で krv(Γ)•
が Lie代数であることはまだ示されていない. mould理論側で
ARI(Γ)sena/pusnu がLie代数をなすことはまだ不明であるため証
明ができていないのが要因であるが, mould理論を介さずに純
粋に代数的な証明を与えることも大事である.

(5) [E, §4.7]では以下の謎の可換図式が掲げられている.

GARIas/as
adgari(pal)

//

logari

��

GARIas/is

logari

��
ARIal/al

adari(pal)
// ARIal/il.

この可換図式はLie代数dmr({e})•やD({e})••の深い性質に関わ
る非常に魅力的な可換図式であるが,正確な定義や証明の詳細等
が明かされていないため数学的に厳密な解読が必要とされる (下
辺の adari(pal)については [K21]で解説されている). この図式
を一般の有限アーベル群Γに対して拡張を行ったり, Kashiwara-
Vergne版やDrinfeld [D]のGrothendieck-Teichumüller版 (これ
のmould理論的解釈は [FHK]を参照) での定式化を考えること
も重要な研究課題である.
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