
正標数多重ポリログ関数の解析接続

古庄　英和

正標数関数体の世界においてポリログ関数や多重ポリログ関数の類
似が [AT90, C]により考察されている。これらの関数は冪級数で定義さ
れており、その級数の収束半径内でしか関数として定義されていない。
これらの関数を Artin-Schreier方程式を用いて全空間に解析接続して
いく [F22]の手法を説明する。

1. 標数 0のポリログ関数の復習
複素数体Cの場合と p-進 (p:素数)の場合のポリログ関数の解析接続

について手短かに復習する。
1.1. Cの場合. n ∈ N, z ∈ Cとする。ポリログ関数 Lin(z)とは以下の
冪級数で定義される複素関数である：

Lin(z) :=
∞∑
k=1

zk

kn

この級数は z ∈ Cが |z| < 1のとき絶対収束するが以下の逐次微分方
程式

d

dz
Lin(z) =

{
1
z
Lin−1(z) (n ≥ 1)
1

1−z
(n = 1)

を反復積分を用いて逆算することにより半径 1の開円盤を超えてポリ
ログ関数の解析接続ができる。詳しくには P1(C) \ {0, 1,∞}の普遍被
覆まで定義域を広げられて、これよりポリログ関数 Lin(z)の枝が生じ
るのである。また、特に Li1(z) = − log(1 − z)であることにも注意し
ておく。
1.2. p-進の場合. n ∈ N, z ∈ Cpとする (Cpは有理数体Qの代数閉包 Q̄
の p進距離による完備化のことである)。p進ポリログ関数は上のLin(z)
と同じ冪級数で定義される p-進関数であり、この級数は半径 1の p-進
開円盤内で収束する。p進ポリログ関数も上と同じ逐次微分方程式を満
たしており、これを用いて半径 1の p-進開円盤を超えての “解析接続”
ができる。ここで使われるのはColemanの p-進反復積分論 ([Co])であ
り、定義域は P1(Cp) \ {1,∞}まで広げられる。そもそもこのColeman
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の p-進反復積分論は p-進対数 log : C×
p → C+

p の枝の取り方 (即ち、値
log(p) ∈ Cpの決め方)に依存しているため、それに応じて解析接続さ
れた p進ポリログ関数 Lin(z)も p-進対数の枝の取り方に応じて関数と
して変わっていくことを注意しておく (cf. [Co, F04])。

2. 正標数の場合
qを素数 pの冪, Fqを位数 qの有限体, Aを 1変数多項式環 Fq[θ], K

を 1変数有理関数体 Fq(θ)(すなわちAの商体), K∞を Fq((
1
θ
)) (Kの無

限素点∞の定める距離 | · |∞による完備化), C∞をK∞ の代数閉包 K̄∞
の無限素点による完備化とする。

2.1. ポリログ関数. n ∈ N, z ∈ C∞とする。Carlitzポリログ関数とは
[AT90]で考察されている正標数の世界でのポリログ関数の類似物であ
り以下の冪級数で定義される:

Lin(z) :=
∞∑
k=0

zq
k

(Lk)n

(ただしLk := (θ − θq) · · · (θ − θq
k
) ∈ Aである。) この冪級数は開単位

円盤を含む領域Dn := {z ∈ C∞
∣∣ |z|∞ < |θ|

nq
q−1
∞ } で収束する。

n ∈ N, Z ∈ Tとする。ここで Tとは Tate代数、|t|∞ ⩽ 1で収束す
る形式的冪級数 f =

∑
ait

i ∈ C∞[[t]]全体のなす代数にGaussノルム
||f ||∞ := maxi{|ai|∞}を入れたノルム付き代数のことである。[P, C]で
考察されているいわゆる t-motivicポリログ関数は以下の冪級数で定
義される:

Lin(Z) :=
∞∑
k=0

Z(k)

(Lk)n

(ここで Lk = (t − θq) · · · (t − θq
k
) ∈ K[t]とおいている。また k ∈ Z,

f =
∑

i ait
iに対してFrobenius捻り f (k)は f (k) :=

∑
i a

qk

i tiで定義され
る。) この冪級数はDn := {Z ∈ T

∣∣ ||Z||∞ < |θ|
nq
q−1
∞ } 内で収束する。特

にZ = z ∈ Dn ⊂ C∞のとき t = θを代入すると
Lin(z)|t=θ = Lin(z)

となることに注意する。

2.2. 解析接続の第一ステップ. n = 0の場合の t-motivicポリログ関数

Li0(Z) :=
∞∑
k=0

Z(k) (Z ∈ D0)
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を考える。この関数はZ ∈ D0に対して以下のArtin-Schreier方程式を
満たすことに注目する：

Li0(Z)− Li0(Z)
(1) = Z

これを受け Fq[t]-線型写像
℘ : T → T ; f 7→ f − f (1)

を考える。この写像 ℘は全射でありかつ ker℘ = Fq[t]であることに留
意する。これより、本来 Li0(Z)は Z ∈ D0に対して定義されていたが
以下のようにして (値域は T/Fq[t]になってしまうが) 定義域を Tまで
に広げられる:

Li0 : T → T/Fq[t] ; Z 7→ ℘−1(Z).

また T∞(⊂ T)を収束半径無限大の冪級数のなす代数とすると, そこへ
の制限は

Li0|T∞ : T∞ → T∞/Fq[t]

を定める。
2.3. 解析接続の第二ステップ. 以下の冪級数

Ω = Ω(t) := (−θ)
−q
q−1

∞∏
i=1

(1− t

θqi
) ∈ C∞[[t]]

が [AT90, T]において考察されている。この冪級数はT∞に属しており
Ω(−1)(t) = (t− θ)Ω(t)

を満たしている。特殊値 π̃ := 1
Ω(θ)

∈ C∞ は Carlitz加群の周期を与え
2π

√
−1の正標数類似物と考えられている。Z ∈ Dnのときに

Lin(Z) = Ω−n · Li0(ΩnZ)

が成り立つことに着目する。本来 Lin(Z)は Z ∈ Dnに対して定義され
ていたが以下のようにして定義域を Tまでに広げることができる:

Lin : T → Ω−nT/Ω−nFq[t] ; Z 7→ Ω−nLi0(Ω
nZ).

特に T∞への制限は
Lin : T∞ → Ω−nT∞/Ω−nFq[t]

を定める。これに自然な埋め込みC∞ ↪→ T∞と特殊化写像T∞/Ω−nFq[t] →
C∞/π̃nA を繋げることにより

~Lin : C∞ ↪→ T∞ → Ω−nT∞/Ω−nFq[t] → C∞/π̃nA

が定まる。これが Lin(z)の解析接続である。
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Theorem 1 ([F22]). ~Linは局所解析的であり、z ∈ Dnのとき
~Lin(z) ≡ Lin(z) mod π̃nA

が成り立つ。
各 z ∈ C∞に対して ~Lin(z) ∈ C∞/π̃nAのC∞への持ち上げ Lion(z)を

~Lin(z)の枝と呼び、また π̃nAを ~Lin(z)のモノドロミー加群と呼ぶこと
にする。

Cの場合ではLion(z)とLio
′

n (z)を複素ポリログ関数Lin(z)の二つの枝
とした時,この二つの枝の差は
Lion(z)− Lio

′

n (z) =
∑

p+q+r=n

cp,q,r(2π
√
−1)pζ(q)(log z)r (cp,q,r ∈ Q)

とかけるので正標数の場合では少々状況が異なることが観察される。
2.4. 多重ポリログ関数. n1, . . . , nd ∈ N, z1, . . . , zd ∈ C∞とする。[C,
CM]ではCarlitzポリログ関数の多重化である以下の冪級数で定義され
る多変数関数が考察されている：

Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd) =

∑
0⩽k1<···<kd

zq
k1

1 · · · zq
kd

d

Ln1
k1
· · ·Lnd

kd

この冪級数は
Dn1,...,nd

=
{
(zi) ∈ Cd

∞
∣∣ |z1/θ qn1

q−1 |qi1∞ · · · |zd/θ
qnd
q−1 |qid∞ → 0 (0 ⩽ i1 < · · · < id → ∞)

}
内で収束する。上で説明したCarlitzポリログ関数の解析接続法と同様
の議論を行うことで Carlitz多重ポリログ関数は（1変数関数として）
解析接続が行える：
Theorem 2 ([F22]). n1, . . . , nd ∈ Nとする。z1, . . . , zd−1 ∈ C∞を固定
する。局所解析的な Fq-線型写像

~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1,−) : C∞ → Cd

∞/M z1,...,zd−1
n1,...,nd

で (z1, . . . , zd) ∈ Dn1,...,nd
のとき

~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd) ≡


π̃n1+···+nd−1Lind

(zd)
...

π̃n1Lin2,...,nd
(z2, . . . , zd)

Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd)

 mod M z1,...,zd−1
n1,...,nd

がある。ここでM
z1,...,zd−1
n1,...,nd は(

0
π̃ndM

z1,...,zd−2
n1,...,nd−1

)
と π̃nd

(
π̃n1+···+nd−1

~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1)

)
で生成されるCd

∞の部分A-加群として帰納的に定義される。
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~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd) ∈ Cd

∞/M
z1,...,zd−1
n1,...,nd のCd

∞への持ち上げ
~Li

o

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd) ∈ Cd

∞ の最後の成分 Lion1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)

を Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)の枝と呼びM

z1,...,zd−1
n1,...,nd をモノドロミー加群

と呼ぶ。
Carlitz多重ポリログ関数のスター版

Li⋆n1,...,nd
(z1, . . . , zd) =

∑
0⩽k1⩽···⩽kd

zq
k1

1 · · · zq
kd

d

Ln1
k1
· · ·Lnd

kd

に関しても同様の解析接続
~Li

⋆

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1,−) : C∞ → Cd

∞/M⋆,z1,...,zd−1
n1,...,nd

が [F22]で得られている。
2.5. 応用. n1, . . . , nd ∈ N, z1, . . . , zd ∈ C∞とする。枝Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)
が Eulerianであるとは Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)/π̃
n1+···+nd ∈ Kが成り

立つこととする。この時以下が成り立つ:

Theorem 3 ([F22]). n1, . . . , nd ∈ N, z1, . . . , zd ∈ K̄ (K̄はKの代数的
閉包) とする。このとき一つの枝 Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)が Eulerian

であると他の枝 Lio
′

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)も Eulerianになる。

Proof. 以下の二つの議論を組み合わせることにより示せる。
• [CPY]と同様の議論を行うことにより Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)
が Eulerianであると Lion1,...,ni

(z1, . . . , zi−1, zi) (1 ⩽ i < d)も
Eulerianであることが従う。

• 二つの枝の差Lio
′

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)−Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)

はあるαi ∈ A (0 ⩽ i < d)を用いて∑d−1
i=0 αi·π̃ni+1+···+ndLion1,...,ni

(z1, . . . , zi)
とかける。

□
また上の定理はCarlitz多重ポリログ関数のスター版でも同じ結果が

成り立つことも [F22]で示されている。
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