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問 1. 線形写像

f : R3 → R3;

x1

x2

x3

 7→

2x1 + x2 − x3

x2 − x3

x1 − x3


について.

(1) 任意の x ∈ Rについて f(x) = Axを満たす行列 Aを求めよ.

(2) Im(f)と Ker(f)の基底を 1組それぞれ与えよ.

略解 1. (1) A =


2 1 −1

0 1 −1

1 0 −1

.

(2) Ker(f) = {x ∈ R3 | Ax = 0} = {0} ゆえに Ker(f)の基底はない.

Im(f) = Span



2

0

1

 ,


1

1

0

 ,


−1

−1

−1


 であり,


2

0

1

 ,


1

1

0

 ,


−1

−1

−1

 は一次独立であるので,

{


2

0

1

 ,


1

1

0

 ,


−1

−1

−1

}は Im(f)の基底である.

問 2. V := R3,W := R2 とし, 線形写像

f : V → W,

x1

x2

x3

 7→
(
x1 − x2

x1 − x3

)
が与えられているとする. 以下の問いに答えよ.

(1) f の基底

(a) :=

a1 :=

1
0
1

 ,a2 :=

−1
0
0

 ,a3 :=

0
1
2

 , (b) :=

(
b1 :=

(
1
−1

)
, b2 :=

(
−1
0

))
に関する表現行列 Aを求めよ.

(2) V に対して, 別の基底

(a′) :=

a′
1 :=

1
1
0

 ,a′
2 :=

 0
0
−1

 ,a′
3 :=

1
0
1


を与える. このとき基底変換 : (a) → (a′)の行列 B を求めよ.

(3) W に対して, 別の基底

(b′) :=

(
b′1 :=

(
0
1

)
, b′2 :=

(
−1
1

))
1
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を与える. このとき基底変換 : (b) → (b′)の行列 C を求めよ.

(4) f の基底 (a′), (b′)に関する表現行列 A′ を求めよ.

略解 2. (1) f(a1) =

(
1

0

)
= −b2, f(a2) =

(
−1

−1

)
= b1 + 2b2, f(a3) =

(
−1

−2

)
= 2b1 + 3b2 であるから,

(
f(a1) f(a2) f(a3)

)
=
(
−b2 b1 + 2b2 2b1 + 3b2

)
=
(
b1, b2

)( 0 1 2
−1 2 3

)
.

したがって, A =

(
0 1 2

−1 2 3

)
.

(2) a′
1 = −2a1 − 3a2 + a3, a

′
2 = −a1 − a2, a

′
3 = a1 であるから,(

a′
1 a′

2 a′
3

)
=
(
−2a1 − 3a2 + a3 −1a1 − 1a2 a1

)
=
(
a1,a2,a3

)−2 −1 1
−3 −1 0
1 0 0

 .

したがって, B =


−2 −1 1

−3 −1 0

1 0 0

.

(3) b′1 = −b1 − b2, b
′
2 = −b1, であるから,(

b′1 b′2
)
=
(
−b1 − b2 −b1

)
=
(
b1, b2

)(−1 −1
−1 0

)
.

したがって, C =

(
−1 −1

−1 0

)
.

(4) A′ = C−1AB =

(
0 −1

−1 1

)(
0 1 2

−1 2 3

)
−2 −1 1

−3 −1 0

1 0 0

 =

(
1 1 1

0 0 −1

)
.

問 3. 次の行列は対角化可能か否かを判定せよ. また対角化可能な場合は対角化せよ.

(1) A =

(
3 1

1 3

)

(2) B =

(
1 1

2 2

)

(3) C =

(
1 1

0 1

)

略解 3. (1) Aの特性多項式 ΦA(t)は次のようになる.

ΦA(t) = det(tE −A)

=

∣∣∣∣t− 3 −1
−1 t− 3

∣∣∣∣
2



= t2 − 6t+ 8

= (t− 4)(t− 2).

したがって Aの固有値は 2, 4である. また, それぞれの固有空間W (2),W (4)は次のようになる.

W (2) = Span(

(
−1
1

)
), W (4) = Span(

(
1
1

)
)

ゆえに dim(W (2)) + dim(W (4)) = 1 + 1 = 2 となり, A は対角化可能である. P =

(
1 −1

1 1

)
とすると

P−1AP =

(
4 0

0 2

)
となる.

(2) B の特性多項式 ΦB(t)は次のようになる.

ΦB(t) = det(tE −B)

=

∣∣∣∣t− 1 −1
−2 t− 2

∣∣∣∣
= t2 − 3t

= t(t− 3).

したがって B の固有値は 0, 3である. また, それぞれの固有空間W (0),W (3)は次のようになる.

W (0) = Span(

(
−1
1

)
), W (3) = Span(

(
1
2

)
)

ゆえに dim(W (0)) + dim(W (3)) = 1 + 1 = 2 となり, B は対角化可能である. P =

(
−1 1

1 2

)
とすると

P−1BP =

(
0 0

0 3

)
となる.

(3) C の特性多項式 ΦC(t)は次のようになる.

ΦC(t) = det(tE − C)

=

∣∣∣∣t− 1 −1
0 t− 1

∣∣∣∣
= t2 − 2t+ 1

= (t− 1)2.

したがって C の固有値は 1である. また, 固有空間W (1)は次のようになる.

W (1) = Span(

(
1
0

)
)

ゆえに dim(W (1)) = 1 < 2となり, C は対角化不可能である.

問 4 (予告問題). n次正方行列 Aの相異なる固有値を λ1, . . . , λr とする. このとき次の不等式

r∑
k=1

dimW (λk) ≤ n

が成り立つことを示せ.
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