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定義 1 (線形写像). 写像 f : R2 → R2 が性質 (L1), (L2)を満たすとき, f を線形写像という.

(L1);各 x,y ∈ R2に対して f(x+ y) = f(x) + f(y)が成り立つ.

(L2);各 x ∈ R2と各 c ∈ Rに対して f(cx) = cf(x)が成り立つ.

問 1 (配点 20). g = gcd(70, 61)で 70と 61の最大公約数を表す.

(1) g を求めよ.

(2) 方程式 70x+ 61y = g の整数解を 1つ求めよ.

解答 1. (1); Euclidの互除法を用いる.

70 = 1 · 61 + 9 4⃝
61 = 6 · 9 + 7 3⃝
9 = 1 · 7 + 2 2⃝
7 = 3 · 2 + 1 1⃝
2 = 2 · 1

従って g = 1.

(2); (1)で行なった Euclidの互除法の逆を考える.

1 = 7− 3 · 2 1⃝を用いた.

1 = 7− 3(9− 1 · 7) 2⃝を用いた.

1 = −3 · 9 + 4 · 7
1 = −3 · 9 + 4(61− 6 · 9) 3⃝を用いた.

1 = 4 · 61 + (−27) · 9
1 = 4 · 61 + (−27)(70− 1 · 61) 4⃝を用いた.

1 = −27 · 70 + 31 · 61

従って (x, y) = (−27, 31)は 1つの解である.

問 2 (配点:20). 方程式 z5 = 1の解をすべて求めよ. 但し, 解は極形式で答えてもよい.

解答 2. z = r(cos θ + i sin θ)とおく. 但し r > 0, 0 ≤ θ < 2π とする. このとき次のようになる.

z5 = 1 ⇔ (r(cos θ + i sin θ))5 = 1 + 0i ⇔ r5(cos 5θ + i sin 5θ) = 1 + 0i ⇔


r5 = 1

cos 5θ = 1

sin 5θ = 0

⇔

{
r = 1

5θ = 2kπ (k ∈ Z)

0 ≤ θ < 2π なので, θ = 0, 2
5π,

4
5π,

6
5π,

8
5π となる. 以上から方程式の解は次のようになる.

z = cos θ + i sin θ, θ = 0,
2

5
π,

4

5
π,

6

5
π,

8

5
π.
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問 3 (配点:25). すべての n ∈ Nに対して
∑n

i=1 3
i = 3

2 (3
n − 1)が成り立つことを数学的帰納法により示せ.

解答 3. nに関する帰納法により示す.

(i) n = 1のとき
3

2
(31 − 1) = 3 =

1∑
i=1

3i

となり真.

(ii) n = k のとき, すなわち
∑k

i=1 3
i = 3

2 (3
k − 1) は真であると仮定する. ここで n = k + 1 の場合を考

える.

k+1∑
i=1

3i = 3k+1 +

k∑
i=1

3i

= 3k+1 +
3

2
(3k − 1) (仮定を用いた.)

= 3k+1 +
3k+1

2
− 3

2

=
3

2
(2 · 3k + 3k − 1)

=
3

2
(3k+1 − 1)

となり n = k + 1の場合も真.

(i),(ii)からすべての自然数 nについて真である.

問 4 (配点:(1) 15 (2) 10). 写像 f : R2 → R2 を f(

(
x1

x2

)
) =

(
2x1 + x2

x1 + x2

)
,

(
x1

x2

)
∈ R2 で定義する. 以下

の設問に答えよ.

(1) 写像 f は線形写像であることを (線形写像の定義に則って)証明せよ.

(2) 線形写像 f に対応する行列を求めよ. (f(x) = Ax, x ∈ R2 を満たす行列 Aを求めよ.)

解答 4. (1); (L1) 各 x =

(
x1

x2

)
,y =

(
y1

y2

)
∈ R2 に対して,

f(x+ y) = f(

(
x1 + y1
x2 + y2

)
) =

(
2(x1 + y1) + (x2 + y2)
(x1 + y1) + (x2 + y2)

)
=

(
2x1 + x2

x1 + x2

)
+

(
2y1 + y2
y1 + y2

)
= f(x) + f(y)

が成り立つ.　また,

(L2) 各 x =

(
x1

x2

)
∈ R2 と各 c ∈ Rに対して,

f(cx) = f(

(
cx1

cx2

)
) =

(
2(cx1) + (cx2)
(cx1) + (cx2)

)
= c

(
2x1 + x2

x1 + x2

)
= cf(x)

が成り立つ. 以上より写像 f は線形写像である.

(2) 標準ベクトル e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
∈ R2 に対して, f の定義から

f(e1) =

(
2 · 1 + 1 · 0
1 · 1 + 1 · 0

)
=

(
2
1

)
, f(e2) =

(
2 · 0 + 1 · 1
1 · 0 + 1 · 1

)
=

(
1
1

)
.
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任意の x =

(
x1

x2

)
∈ R2 に対して

f(x) = f(x1e1 + x2e2)

= x1f(e1) + x2f(e2) (f の線形性を用いた.)

= x1

(
2
1

)
+ x2

(
1
1

)
=

(
2 1
1 1

)(
x1

x2

)
.

以上から線形写像 f に対応する行列は
(
2 1

1 1

)
.

問 5 (発展, 配点:(1) 5 (2) 5).
(
n
k

)
で二項係数を表す. 以下に答えよ.

(1) 等式 (
n+ 1

k

)
=

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
, k = 1, . . . , n

が成り立つことを示せ.

(2) すべての n ∈ Nに対して
n∑

i=0

(
n

i

)
xi = (1 + x)n

が成り立つことを数学的帰納法により示せ.

解答 5. (1); (
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
+

n!

k!(n− k)!

=
n!

k!(n− k + 1)!
(k + (n− k + 1))

=
n!(n+ 1)

k!(n− k + 1)!

=
(n+ 1)!

k!(n− k + 1)!
=

(
n+ 1

k

)
.

(2); nに関する帰納法により示す.

(i) n = 1のとき

(1 + x)1 = 1 + x =

1∑
i=0

(
1

i

)
xi

となり真.

(ii) n = k のとき, すなわち
∑k

i=0

(
k
i

)
xi = (1 + x)k は真であると仮定する. ここで n = k + 1の場合を考

える.

k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
xi =

(
k + 1

0

)
+

k∑
i=1

(
k + 1

i

)
xi +

(
k + 1

k + 1

)
xk+1

= (1 + xk+1) +

k∑
i=1

(

(
k

i− 1

)
+

(
k

i

)
)xi ((1)の結果を用いた.)
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= (1 + xk+1) + x

k∑
i=1

(
k

i− 1

)
xi−1 +

k∑
i=1

(
k

i

)
xi

= (1 + xk+1) + x

k∑
i=0

(
k

i

)
xi +

k∑
i=0

(
k

i

)
xi − (1 + xk+1)

= (1 + xk+1) + x(1 + x)k + (1 + x)k − (1 + xk+1) (仮定を用いた.)

= (1 + x)(1 + x)k = (1 + x)k+1

となり n = k + 1の場合も真.

(i),(ii)からすべての自然数 nについて真である.
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