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問 1 (配点:20). 次のベクトルの組は一次独立か否かを答えよ. またその理由も答えよ.v1 =


1
0
2
3

 ,v2 =


−1
1
0
2

 ,v3 =


0
0
1
1


 ⊂ R4

略解 1. 一次独立である. (理由は省略. )

問 2 (配点:20). R4 の部分ベクトル空間

W := Span

v1 =


2
0
1
3

 ,v2 =


−3
0
1
2

 ,v3 =


3
0
4
11


 ⊂ R4

の基底を 1組求めよ.

略解 2. {v1,v2}は一次独立であり, {v1,v2,v3}は一次従属である. なので {v1,v2}はW の基底である.

問 3 (配点:25((1)が 10, (2)が 15.)). 線形写像

f : R3 → R3;

x1

x2

x3

 7→

 x1 − x2 − x3

2x2 + 6x3

x1 + x2 + 5x3


について.

(1) 任意の x ∈ Rについて f(x) = Axを満たす行列 Aを求めよ.

(2) Im(f)と Ker(f)の基底をそれぞれ与えよ.

略解 3. (1) 任意の x =


x1

x2

x3

 ∈ R3 に対して

f(x) =

 x1 − x2 − x3

2x2 + 6x3

x1 + x2 + 5x3

 =

1 −1 −1
0 2 6
1 1 5

x1

x2

x3



なので A =


1 −1 −1

0 2 6

1 1 5

.

(2) Im(f)について: 例えば, 1
0
1

 ,

−1
2
5



1
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が基底になる. (理由は略.)

Ker(f)について: 例えば,  2
3
−1


が基底になる. (理由は略.)

問 4 (配点:25((1)が 10, (2)が 15.)). 線形写像

f : R2 → R3;

(
x1

x2

)
7→

x1 + x2

x1 − x2

x1


について.

(1) 基底 {a1 =

(
1

1

)
,a2 =

(
0

1

)
}と基底 {b1 =


1

1

0

 , b2 =


−2

2

1

 , b3 =


−1

2

1

 , }に関する f の表現行

列を与えよ.

(2) f(2a1 + 3a2) ∈ R3 を b1, b2, b3 の一次結合で表せ.

略解 4. (1) まず, f(a1), f(a2)を計算する.

f(a1) =

2
0
1

 , f(a2) =

 1
−1
0

 ,

である. これらを b1, b2, b3 の一次結合でかく.

f(a1) = −2b1 − 5b2 + 6b3, f(a2) = −b1 − 2b2 + 2b3.

以上から, (
f(a1) f(a2)

)
=
(
−2b1 − 5b2 + 6b3 −b1 − 2b2 + 2b3

)
=
(
b1 b2 b3

)−2 −1
−5 −2
6 2

 .

したがって, 基底 {a1,a2}と基底 {b1, b2, b3}に関する f の表現行列は


−2 −1

−5 −2

6 2

.

(2)

f(2a1 + 3a2) = 2f(a1) + 3f(a2)

=
(
f(a1) f(a2)

)(2
3

)

=
(
b1 b2 b3

)−2 −1
−5 −2
6 2

(2
3

)

=
(
b1 b2 b3

) −7
−16
18


= −7b1 − 16b2 + 18b3.
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問 5 (配点:10). 線形写像 f : Rn → Rm と k 個のベクトル v1,v2, . . . ,vk ∈ Rn について.

{f(v1), f(v2), . . . , f(vk)} ⊂ Rm が一次独立ならば, {v1,v2, . . . ,vk} ⊂ Rn も一次独立であることを示せ.

略解 5. v1,v2, . . . ,vk の任意の一次関係式

c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk = 0, c1, . . . , ck ∈ R

を考える. ここで両辺に線形写像 f を施す.

f(c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk) = f(0)

c1f(v1) + c2f(v2) + · · ·+ ckf(vk) = 0 (f が線形写像であることを使った.)

ところで, {f(v1), f(v2), . . . , f(vk)} ⊂ Rm は一次独立であるから, c1 = c2 = · · · = ck = 0である. したがっ
て {v1,v2, . . . ,vk} ⊂ Rn は一次独立である.
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