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Plan

Macdonald多項式が現れるところ. 例えば...

量子群や変形ヴィラソロ代数の表現論

幾何学, 組合せ論

talk plan

1 Macdonald多項式とは何なのか.

2 affine Hecke代数とMacdonald多項式の関係
(Macdonald-Cherednik理論).
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Notation

K := Q(q, t), (q, t :パラメータ)

x = (x1, x2, . . . , xn)

W = Sn, (An−1型のWeyl群)

W ↷ K[x±1], w · f (x±1
1 , . . . , x±1

n ) = f (x±1
w(1), . . . , x

±1
w(n))

K[x±1]W := {f ∈ K[x ] | w · f = f ,∀w ∈ W }
K[x±1]W = K[e1(x), . . . , en(x), en(x)

−1]

P := Zn = Zϵ1 ⊕ · · · ⊕ Zϵn
P+ := {λ = (λ1, . . . , λn) ∈ P | λ1 ≤ · · · ≤ λn} ⊂ P

λ, µ ∈ Pに対して

µ ≤ λ⇔ µ1 + µ2 + · · ·+ µi ≤ λ1 + λ2 + · · ·+ λi , ∀i

とする. これをドミナンス順序という.
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Probrem

K[x±1]W のK−基底はどのようなものがあるか?

mλ =
∑

µ∈Wλ
xµ, (λ ∈ P+): monomial symmetric

function

sλ =
det(x

λi+n−i

j )

det(xn−i
j )

, (λ ∈ P+): Schur function

K[x±1]W =
⊕
λ∈P+

Kmλ (1)

=
⊕
λ∈P+

Ksλ (2)

2つを interporateするようなK[x±1]W のK−基底
{Pλ(x ; q, t)}λ∈P+をつくる.
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Macdonald‘s q−difference equation

D(r)
x = t r(n−r)/2

∑
I⊂{1,...,n},|I |=r

∏
i∈I , j ̸∈I

txi − xj
xi − xj

τI , (r = 0, 1, . . . , n)

τi · f (x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , qxi , . . . , xn)

I = {i1, . . . , ir}のとき τI = τi1 · · · τir

D r
x の性質

(1). D
(r)
x : K[x±1]W −→ K[x±1]W

(2). [D
(r)
x ,D

(s)
x ] = 0, (r , s ∈ {1, . . . , n})

D
(0)
x (= 1),D

(1)
x , . . . ,D

(n)
x をMacdonaldの q−差分作用素と

いう.
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Claim１

D
(0)
x ,D

(1)
x , . . . ,D

(n)
x をK[x±1]W の中で同時対角化せよ.

定理 [Macdonald]

K[x±1]W のK−基底 {Pλ(x ; q, t)}λ∈P+であって以下を満た
すものが唯一つ存在する.
(1). Pλ(x) = mλ(x) +

∑
µ<λ uλµmµ(x). : uλµ ∈ K = Q(q, t)

(2). D
(r)
x Pλ(x) = er (t

δqλ)Pλ(x), δ = (n − 1, n − 2, . . . , 1, 0)

定理の {Pλ(x ; q, t)}λ∈P+を An−1型の
(対称)Macdonald 多項式という.
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Macdonald多項式の基本性質

特殊化: Pλ(x ; q, t)は t = 1のときmλ(x), t = qのとき
sλ(x)になる. また q → 0でHall-Littlewood多項式,

t = qβ, q → 1で Jack多項式になる.

直交性: t = qk , (k = 0, 1, 2, . . . )とし, ローラン多項式

wk(x) :=
∏

1≤i ,j≤n, i ̸=j

k−1∏
r=0

(1− qrxi/xj) (3)

を考える. wk(x)を重み函数としてK[x±1]W 上に内積を
以下のように定義する.

⟨f , g⟩k :=
1

|W |

∫
Tn

f (x−1)g(x)wk(x)
dx1
x1

· · · dxn
xn

(4)

{Pλ(x ; q, t)}λ∈P+はこの内積に関する直交多項式系を
なす.
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双対性: x = tδ = (tn−1, tn−2, . . . , 1)とする. このとき成
分数 n以下の分割 λ, µに関して次の双対性公式

Pλ(t
δqµ)

Pλ(tδ)
=

Pµ(t
δqλ)

Pµ(tδ)
(5)

が成り立つ.

Pieri公式: 基本対称式 er (x)と一般のMacdonald多項式
Pµ(x)との積をMacdonald多項式 Pλ(x)の一次結合に書
き直す公式

er (x)Pµ(x) =
∑
λ⊇µ

ψ′
λ/µPλ(x) (6)

が成り立つ. |λ| = |µ|+ r で Young図形の差集合 λ\µが
垂直断片となるような λに関する和になる.
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affine Hecke 代数との関係

{αi = ϵi − ϵi+1}n−1
i=1 : An−1型の simple root.

Q := ⊕n−1
i=1Zαi : root lattice

W = Sn =< s1, . . . , sn−1 >, si = (i , i + 1) (Weyl群)

W aff = τQ ⋊W =< s0, s1, . . . , sn−1 > (affine Weyl群)

W̃ = τP ⋊W =< s0, s1, . . . , sn−1, ω > (extended affine
Weyl群)

W̃ の生成系の関係式

(1). s2i = 1, (i = 0, 1, . . . , n − 1)

(2). sisj = sjsi ,
i◦

j
◦

(3). sisjsi = sjsisj ,
i◦ −

j
◦

(4). ωsi = si−1ω, (添字は Z/nZで考える.)
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W̃ の群環K[W̃ ]をHecke化したものが affine Hecke 代数.

affine Hecke 代数 H(W̃ )の定義

生成元: T0,T1, . . . ,Tn−1, ω
±1

基本関係式:
(1). (Ti − t1/2)(Ti + t−1/2) = 0, (i = 0, 1, . . . , n − 1)

(2). TiTj = TjTi ,
i◦

j
◦

(3). TiTjTi = TjTiTj ,
i◦ −

j
◦

(4). ωTi = Ti−1ω (添字は Z/nZで考える.)

Goal

affine Hecke代数からMacdonaldの q−差分作用素を再構築
する.
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Dq,x := K(x)[τ±1] : 有理函数係数の q−差分作用素環
W ↷ Dq,x , (w .P := wPw−1, w ∈ W ,P ∈ Dq,x)

Dq,x [W ] =
⊕

w∈W Dq,xw . (接合積)

Dq,x [W ]はK[x±1][W ], K[τ±1][W ]を含んでおり, 両者
ともK[W̃ ]と同型である.

Claim 2

Ti たちをDq,x [W ]の中で実現せよ.

Lusztig作用素

Ti := t1/2 + t−1/2 1−txαi

1−xαi
(si − 1). (i = 0, 1, . . . , n − 1)

但し, xα0 = qxn/x1, xαi = xi/xi+1, (i = 1, 2, . . . , n − 1)
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Ti たちのDq,x [W ]の中での実現

Lusztig作用素 {Ti}n−1
i=0 と ω = sn−1 · · · s1τ1によって

H(W̃ ) ↪→ Dq,x [W ]

が分かる.

Claim ３

W̃ = P ⋊W の lattice part をDq,x [W ]の中で具体的に実現
せよ.
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τi = si · · · sn−1ωs1 · · · si−1と比較しながら考える.

Y1 := T1 · · ·Tn−1ω

Y2 := T2T3 · · ·Tn−1ωT
−1
1

...

Yi := Ti · · ·Tn−1ωT
−1
1 · · ·T−1

i−1

...

Yn := ωT−1
1 · · ·T−1

n−1

と定義する. これらを q−Dunkl作用素という.

定理 [Berustein,Lusztig]

(1). [Yi ,Yj ] = 0. (∀i , j)
(2). H(W̃ ) = K[Y ±1]⊗ H(W ).

(3). Z H(W̃ ) = K[Y ±1]W . (Z H(W̃ )はH(W̃ )の中心)
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Macdonaldの q−差分作用素の再構成

L : Dq,x [W ] −→ Dq,x

∈ ∈

A =
∑

w∈W A(x ; τ)w 7−→ LA =
∑

w∈W A(x ; τ)

W − inv .な函数 φ(x)に対して,

Aφ(x) =
∑
w∈W

A(x ; τ)wφ(x) = (
∑
w∈W

A(x ; τ))φ(x) = LAφ(x).

つまり Aは対称函数に対しては q−差分作用素として作用
する. 任意の元 f (Y ) ∈ K[Y ±1]W = Z H(W̃ )に対して Lf は
W − inv .な q−差分作用素になる. したがって, Lから

K[Y ±1]W = Z H(W̃ ) → DW
q,x

が誘導される.
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1 q−Dunkl作用素の基本対称函数 er (Y ) ∈ K[Y ]W の Ler
を考える.

2 Yi の構成法を追跡すると

Ler = t−
r(n−r)

2

∑
|I |=r

∏
i∈I ;j ̸∈I

txi − xj
xi − xj

τI = t−
(n−1)r

2 D(r)
x

3 e1(Y ), . . . , en(Y ), en(Y )−1はK[Y ±1]W の生成系を与え
ていることから,

L : Z H(W̃ ) = K[Y ±1]W
∼→ K[D(1)

x , . . . ,D(n)
x , (D(n)

x )−1] ⊂ DW
q,x

が誘導される.
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