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0 はじめに
このノートは Humphreysの著書「Introduction to Lie Algebras and Representation Theory」[Hum]を
自己流にまとめたものである.

記号・用語

本稿全般にわたって用いる記号と用語を紹介する.

• Zで整数環を, N = Z≥0 = {0, 1, 2, . . .}で非負整数の集合を表す. また Qで有理数体を表す.

• 基礎体は Fで表す. 但し, 各節によって Fの条件が異なるので注意せよ.

• 非退化対称双線形型式のことを内積と呼ぶ.

• 代数 Aの集合 S への作用を, g ∈ Aと s ∈ S に対して g.sで表す. sの A軌道は A.sないし Asで表す.

• 零集合 {0}を単に 0とかくこともある.

• 集合 A,B に対して, A ⊂ B と書けば Aは B の真の部分集合を意味する.

1 可解リー環と冪零リー環
標数 0の体 Fを基礎体として考える.

1.1 可解性

Lをリー環とする. このとき列

L = D0L ⊇ D1L = [D1L,D1L] ⊇ · · · ⊇ DkL = [Dk−1L,Dk−1L] ⊇ · · ·

を Lの導来列と呼ぶ. リー環 Lの導来列の長さが有限, すなわち自然数 nに対して DnL = 0となるとき, L

を可解リー環と呼ぶ.

例 1.1. 可換リー環 Lは D1L = [L,L] = 0となることから, 明らかに可解リー環になる.

例 1.2 (最重要かつ基本的な例). 上三角行列全体

t(n,F) :=




∗ · · · ∗
. . .

...

0 ∗


 ⊂ gl(n,F)

は可解リー環である. (考えてみよう!(とかいって書くのをサボっている.))

命題 1.3. Lをリー環とする.

(a) L が可解であるとする. このとき任意の L の部分リー環 K と, L 上の準同型 ϕ に対して K, ϕ(L)

共に可解である.

(b) I を Lの可解イデアルとし L/I も可解になるとする. このとき L自身も可解になる.

(c) I, J ともに Lの可解イデアルならばイデアルの和 I + J も可解イデアルになる.
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証明. (a)から示そう. K ⊆ Lならば DiK ⊆ DiLは明らか. このことから Lの任意の部分リー環 K は可解
になることがわかる. (リー環としての) 全射準同型 ϕ : L −→ M をとる. DiL の i に関する帰納法を使う.

i = 0のとき ϕ(D0L) = ϕ(L) = M = D0M だからよい. i > 0とする.

ϕ(DiL) = ϕ([Di−1L,Di−1L])

= [ϕ(Di−1L), ϕ(Di−1L)] (ϕはリー環としての準同型.)

= [Di−1M,Di−1M ] = DiM (帰納法の仮定.)

以上から ϕ(L)は可解.

(b)を示そう. nを DnL = 0を満たす自然数とする. 自然な射影 (全射)π : L −→ L/I を考える. このとき
π(DnL) = 0を得る. それすなわち DnL ⊆ I = Kerπ ということである. 今 DmI = 0なる自然数mをとれ
ば Dn+mL = 0となり, Lは可解であることがわかる.

最後に (c)を示そう. 自然な全射 ϕ : I −→ (I + J)/J を考えれば, (a)により ϕ(I) = (I + J)/J も可解に
なる. 仮定から J も可解だったので, (b)を使えば I + J も可解になることがわかる.

S をリー環 Lの極大可解イデアルとする. 実は, 極大可解イデアルはユニークである. どうしてかを説明す
る. I が S とは別の可解イデアルであるとする. このとき S + I は (c)により可解である. ところが S の極大
性から I + S = S となり I ⊂ S である. Lの極大可解イデアルを Rad Lとかき, Lの根基 (radical)と呼ぶ.

また Rad L = 0が成り立つような Lを半単純リー環と呼ぶ.

1.2 冪零性

リー環 Lに対して次の列 (名前あるのかな?)を考える.

L = C0L ⊇ C1L = [L, C0] ⊇ C2L = [L, C1] ⊇ · · · ⊇ CiL = [L, Ci−1L] ⊇ · · ·

ある自然数 n が存在して CnL = 0 を満たすような L を冪零リー環と呼ぶ. 任意の自然数 i に対して
DiL ⊆ CiLが成り立つことから冪零リー環は可解リー環である.

例 1.4. 対角成分 0の上 (下)三角行列全体

n(F, n) =




0 ∗ · · · ∗

0 · · · ∗
. . .

...

0 0


 ⊂ gl(n,F)

は冪零リー環.

命題 1.5. Lをリー環とする.

(a) L が冪零であるとする. このとき任意の L の部分リー環 K と, L 上の準同型 ϕ に対して K, ϕ(L)

ともに冪零.

(b) L/Z(L)が冪零であるとき, Lも冪零になる.

(c) Lが冪零かつ L 6= 0であるとする. このとき Z(L) 6= 0

証明. (a)の証明は命題 1.3の (a)からすぐに従う. (DiL ⊆ CiLを想起せよ!)
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(b)の証明をする. L/Z(L)が冪零ということからある自然数 nに対して CnL ⊂ Z(L)が成り立つ. このと
き Cn+1L = [L, CnL] ⊂ [L,Z(L)] = 0だから Lは冪零.

最後に (c)を証明する. Cn−1L 6= 0かつ CnL = 0なる自然数 nをとる. このとき 0 6= Cn−1L = Z(L)であ
る. (CnL = [L, Cn−1(L)] = 0を Cn−1(L)は任意の Lの要素とブラケットすると 0になると読む. それすな
わち Cn−1(L) = Z(L)である.)

L が冪零であることをある自然数 n と任意の n 個の L の要素 x1, . . . , xn と y ∈ L に対して
ad(x1) · · · ad(xn)(y) = 0 を満たすと言い換えてもよい. 特に, 任意の x ∈ L に対して (ad(x))n = 0 を満た
す. x ∈ Lに対して ad(x)が冪零であるとき xを ad冪零元と呼ぶ. この言葉を使うと, Lが冪零リー環なら
ば Lの任意の要素は ad-冪零元になるという事実はすぐにわかるであろう.これの逆も成り立つが, それは非
常に非自明であり, エンゲルの定理として知られている.

定理 1.6 (エンゲルの定理). Lの全ての要素が ad冪零元ならば, Lは冪零リー環である.

1.3 エンゲルの定理の証明

この節ではエンゲルの定理を証明することを目標とする.

補題 1.7. x ∈ gl(V )を V 上の冪零な自己準同型とする. このとき ad(x)も冪零になる.

証明. x ∈ gl(V ) に対して λx, ρx ∈ gl(gl(V )) をそれぞれ任意の y ∈ gl(V ) に対して λx(y) = xy とし
ρx(y) = yxと定義する. xは冪零であることから λx, ρx ともに冪零な自己準同型である. しかも互いに可換
であることも容易に確かめられる. したがって十分に大きい自然数 N をとれば

ad(x)N = (λx − ρx)
N =

N∑
k=0

(−1)k
(

N

N − k

)
λN−k
x ρkx = 0

である.

定理 1.8 (KEY Lemma). V を有限次元ベクトル空間とし Lを gl(V )の部分リー環とする. もし Lが V

上の冪零な自己準同型ばかりで構成されているならば, 0でない V の要素 v であって L · v = 0を満たすも
のが存在する.

証明. dim(L)に関する帰納法により示す. dim(L) = 0のときは L = 0であるから明らかに主張は成り立つ.

dim(L) > 0とする. K を真の Lの部分リー環とする. K は随伴作用素 adを通して Lに作用する. その意味
でK は L/K にも作用する.

ad : K −→ gl(L), ad : K −→ gl(L/K)

ここで注意すべきは補題 1.7 により ad(K) は gl(L/K) における冪零元ばかりで生成されていることで
ある. dim(K) < dim(L) で帰納法の仮定から 0 でない s ∈ L/K であって, 任意の k ∈ K に対して
ad(k)(s) = [k, s] = 0を満たすものが存在する. すなわちK · s = 0. (adの作用を今, ドット (·)を使って書い
た) さて, ad(k)(s) = [k, s] = 0であるから [k, s] ∈ K である. また s ∈ L/K は零でないから s ∈ Lであって
s 6∈ K であることに注意すると NL(K) 6= K が言える.

4



以上から L の真の部分リー環 K に対して NL(K) 6= K が成り立つことを示した. この事実を使うこ
とで余次元 1 の L のイデアルを帰納的に構成する. NL(K) 6= K であるから k1 ∈ NL(K) かつ k1 6∈ K

なる要素 k1 ∈ L がとれる. k1 と K によって張られる部分空間 K1 = Fk1 + K を考える. このとき K1

は dim(K1) = dim(K) + 1 であり L のイデアルである.(簡単だから各自で考えよ.) もし K1 6= L ならば
NL(K1) 6= K1 だから k2 ∈ NL(K1)かつ k2 6∈ K1 なる要素 k2 ∈ Lが再びとれて部分空間 K2 = Fk2 +K1

を考えると dim(K2) = dim(K1) + 1 であり L のイデアルである. 同様にして次のようなイデアルの系列
dim(K1) < dim(K2) < · · · < dim(Kl−1) < dim(Kl) = Lを得る. 特に Kl−1 は Lの余次元 1のイデアルで
ある. Kl−1 を改めてK と置き直す. z ∈ NL(K)であって z 6∈ K である元をとることで L = K + Fz とかけ
る. V の部分空間W = {v ∈ V | K · v = 0}は帰納法の仮定により 6= 0である (さっきそんな v をとったで
しょ?). W はK がイデアルであることから L-不変部分空間である. 実際 y ∈ K, x ∈ L, w ∈ W に対して,

yx · w = xy · w − [x, y] · w = 0

あとは Lが V 上の冪零な自己準同型ばかりで構成されていたことを想起すれば z は冪零であり, しかも z は
W の線型変換だからW の中に固有値 0の固有ベクトル v ∈ W が存在する. 以上で L · v = 0が言えた.

エンゲルの定理の証明をする.

証明. dim(L) に関する帰納法を用いる. dim(L) = 0 はあきらか. dim(L) > 0 を仮定する. 部分リー環
ad(L)(⊂ gl(L))は Lの全ての要素が ad-冪零元であるという仮定から L上の冪零な自己準同型ばかりからな
る. 定理 1.8から 0でない x ∈ Lであって L · x = 0 ([L, x] = 0) を満たすものが存在する. これすなわち
Z(L) 6= 0を主張している. dim(L/Z(L)) < dim(L)であるから帰納法の仮定より, L/Z(L)は冪零になる. あ
とは命題 1.5の (b)を使えば Lが冪零リー環になることが従う.

補題 1.9. Lを冪零リー環とし, K をそのイデアルとする. このとき, もしK 6= 0ならばK ∩ Z(L) 6= 0.

証明. Lは随伴表現を通して K に作用する. 定理 1.8により, 非零な元 x ∈ K で [L, x] = 0を満たすものが
とれる. これは x ∈ K ∩ Z(L) = 6= 0を意味する.

2 リーの定理とカルタンの定理
2.1 リーの定理

Fは代数閉体で標数 0とする. 以後, 登場するリー環やベクトル空間は全て F上のものとする.

定理 2.1. Lを可解な gl(V )の部分代数とする. 但し V は有限次元ベクトル空間としている. もし V 6= 0

ならば V は Lの全ての要素に対する共通固有ベクトルを含む.

証明. dim(L)に関する帰納法により示す. もし dim(L) = 0ならば gl(L) = 0であり明らか.

(第一段階) dim(L) ≥ 1とする. Lは可解であるから, Lは [L,L]を真に含む. ここで L/[L,L]を考えるとこ
れは明らかに可換リー環である. また L/[L,L]の部分代数は自動的にイデアルになる (可換だから!). L/[L,L]

の余次元 1の部分空間K/[L,L], (K ⊂ L)の自然な射影 φ : L −→ L/[L,L]の逆像K = φ−1(K/[L,L])は L

の余次元 1のイデアルになる.

5



(第二段階) 帰納法の仮定により K の共通固有ベクトル v ∈ V が見つかる. それはすなわち, 任意の x ∈ K

に対して v は x · v = λ(x)v を満たすということである. ここにK 上の一次形式 (函数)λ : K −→ Fを 1つ固
定している. 次に V の部分空間W ;

W = {w ∈ V | x · w = λ(x)w (x ∈ K)}

W には v がいるのでW 6= 0である.

(第三段階) ここではW が L-不変部分空間であることを示す. L = K + Fz とかける.(Kは余次元 1だか
ら!) 今, W が L-不変部分空間であることを仮定する. このとき z はW の線型変換であり Fは代数閉体であ
ることを使うと z の固有ベクトル v0 ∈ W がみつかる. このとき v0 は Lの共通固有ベクトルである. (λを L

上に拡張 (λ(z)の行先を z の v0 における固有値と決める!)しておく.) だからW が L-不変部分空間であるこ
とを示せれば定理の証明は終わる.

w ∈ W, x ∈ Lをとる. このとき x · w ∈ W か否かをチェックする.

yx · w = xy · w − [x, y] · w = λ(y)x · w − λ([x, y])w (y ∈ K)

λ([x, y]) = 0を示せば x · w ∈ W が言える. ここで

w, x · w, x2 · w, . . . , xn−1 · w

が線型独立になるような最小の n > 0をとる. Wi を V の部分空間であって w, x · w, . . . , xi−1 · w で張られ
るものとする. (但し, W0 = 0と定義する.) このとき dim(Wn) = n, Wn+i = Wn (i > 0) 任意の y ∈ K は
Wi-不変であることは明らか. y ∈ K を対角成分 λ(y)の上三角行列に取り替えたい. それすなわち

yxi · w = λ(y)xi · w (mod Wi)

　が成り立つということである.

y · (w, x · w, . . . , xi−1 · w) = (w, x · w, . . . , xi−1 · w)



λ(y) ∗ · · · ∗
0 λ(y) · · · ∗

0 0
. . . ∗

...
...

0 0 · · · λ(y)


実はそれは可能で iに関する帰納法で証明できる. i = 0のときは明らか. i > 0とする.

yxi · w = yxxi−1 · w = xyxi−1 · w − [x, y]xi−1 · w

帰納法の仮定から yxi−1 · w = λ(y)xi−1 · w + w′ (w′ ∈ Wi−1)となり

yxi · w = xyxi−1 · w − [x, y]xi−1 · w = λ(y)xi · w + x · w′ − [x, y]xi−1 · w = λ(y)xi · w (mod Wi)

y ∈ K はWn に作用し TrWn(y) = nλ(y)である. 特に [x, y] ∈ K の場合を考える. x, y ともにWn を保つこ
とに注意する. [x, y]は交換子としてWn に作用する. それゆえ TrWn

([x, y]) = nλ([x, y]) = 0(トレースの性
質を思い出せ!). Fの標数は 0だから λ([x, y]) = 0.

系 2.2 (リーの定理). Lを gl(V )の可解部分リー環とする. 但し dim(V ) < ∞. このとき Lはある V にお
ける旗を保つ. 言い換えると, V の基底をうまくとることで Lの要素 (の表現行列)は上三角行列にするこ
とができる.
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証明. dim(V ) に関する帰納法を用いる. dim(V ) = 1 のときは明らか (1 × 1 行列は上三角でしょ？笑).

dim(V ) > 1とする. 定理 2.1により, L上の一次函数 λ : L −→ Fがあって, 任意の x ∈ Lに対して

x · v = λ(x)v

を満たすような v1 ∈ V \ {0}が存在する. ここで V1 = Fv1 とすると V1 は明らかに L-不変空間である. それ
ゆえ Lの V/V1 上への作用が定まる. dim(V/V1) < dim(V )なので帰納法の仮定から, Lの (任意の)要素 x

を V/V1 上の線型変換と見做したときの表現行列を上三角型行列になるように V/V1 上の基底 {v2, . . . , vn}を
とることができる. ここで vi の代表 vi をとり, (v1, v2, . . . , vn)を考えればこれは V の基底であって, それに
関する xの V 上の線型変換としての表現行列は上三角型行列である.

補題 2.3. Lを可解リー環とする. このとき Lのイデアルの列

0 = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln = L, dim(Li) = i (i = 0, 1, . . . , n)

が存在する.

証明. ad(L) ⊂ gl(L)は可解である (命題 1.5). あとはリーの定理をこの場合に適用せよ.

補題 2.4. Lを可解リー環とする. このとき x ∈ [L,L]であることは adL(x)が冪零であることを意味する.

特に [L,L]は冪零部分リー環である.

証明. 補題 2.3 のような L の列 0 = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln = L を考える. また L の基底 {x1, . . . , xn} を
{x1, . . . , xi}が Li の基底になるようにとる. このとき ad(L)の表現行列は上三角だから ad(L) ⊂ t(n,F). し
たがって [ad(L), ad(L)] = adL([L,L]) ⊂ n(n,F)である (n(n,F)は t(n,F)の導来代数). それから x ∈ [L,L]

に対して adL(x)は冪零であることが従う. さらに強く ad[L,L](x)が冪零ならばエンゲルの定理より [L,L]は
冪零になる.

2.2 ジョルダン・シュバレー分解

この節に限り基礎体 Fの標数に条件を課さない. Humphreysの本には書いてない基本的な線型代数のこと
を少し復習しておく. 必要に応じて [佐武]を参照せよ. V を F上の有限次元ベクトル空間とし, その上の線型
変換 (行列)Aを考える. また E を単位行列とする. Aの特性多項式とは ϕA(T ) = det(A− TE) ∈ F[T ]のこ
とであり, 固有多項式の根のことを Aの固有値と呼ぶのであった. 今, Aの相異なる固有値を a1, . . . , ak とす
れば固有多項式 ϕA(T )は

ϕA(T ) =

k∏
i=1

(T − ai)
mi

とかける. また固有値 ai に対する固有空間とは Vai
= Ker(A− ai · E) = {v ∈ V | (A− aiE)v = 0}のこと

であった. これの拡張として

Ṽai = {v ∈ V | (A− aiE)mv = 0を満たすm ≥ 1が存在する }

を定義する. Ṽai
を固有値 ai に対する広義固有空間と呼ぶ. 定義から Vai

⊆ Ṽai
はすぐにわかるであろう.
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命題 2.5. 上の状況のもとで
V = Ṽa1

⊕ · · · ⊕ Ṽak

が成り立つ.

証明. i = 1, . . . , k に対して ϕi(T ) =
∏

j ̸=i(T − aj)
mj とおく. このとき ϕi(T )の決め方から ϕi(T )たちは互

いに共通因子を持たない. したがって

f1(T )ϕ1(T ) + · · ·+ fk(T )ϕk(T ) = 1

を満たす fi ∈ F[T ]が存在する. (このことは証明しないが一言コメントしておくと有理整数環 Zにおけるべ
ズーの定理の類似である.) T = Aとすると

f1(A)ϕ1(A) + · · ·+ fk(A)ϕk(A) = 1V

であり, Ai = fi(A)ϕi(A) とおけば i 6= j のとき AiAj = 0 となる. 実際, i 6= j であるとき ϕi(T )ϕj(T ) は
ϕA(T )で割り切れる. すなわち, ある多項式 g(T ) ∈ F[T ]があって ϕi(T )ϕj(T ) = ϕA(T )g(T ) とかける. ケー
リー・ハミルトンの定理 (ϕA(A) = 0)ゆえ ϕi(A)ϕj(A) = ϕA(A)g(A) = 0. また以上から

Ai = Ai1v = Ai(A1 + · · ·+Ak) = A2
i

が成り立つ. 実は Im(Ai) = Ai(V ) = Ṽai
が成り立つ. (T−ai)

miϕi(T ) = ϕA(T )だから (A−aiE)miϕi(A) =

0 が成り立つ (ケーリー・ハミルトンの定理). よって, v = Aiw ∈ Im(Ai) に対して (A − aiE)miv =

(A− aiE)miAiw = 0が従う. よって Im(Ai) ⊂ Ṽai
が示せた. 一方 v ∈ Ṽai

とすると, (A− aiE)v = 0を満
たすm ≥ 1が存在する. このとき (T − ai)

m, Ai = fi(T )ϕi(T )は共通因子を持たない. なぜなら, もし fi(T )

が (T − ai)で割れたとすると f1(T )ϕ1(T ) + · · · + fk(T )ϕk(T ) = 1の左辺が T − ai で割れることになり矛
盾するからである. ということでM(T )(T − ai)

m +N(T )Ai = 1 を満たすM(T ), N(T ) ∈ F[T ]が存在する.

ゆえに
M(A)(A− ai)

m +N(A)Ai = 1V

を v に施すことで v = N(A)Aiv = Ai(N(A)v) ∈ Im(Ai)が従い, Ṽai
⊂ Im(Ai)が言えた.

v ∈ V を任意にとる. このとき v = A1v + · · ·+Akv が成り立つ. このとき v = u1 + · · ·+ uk (ui ∈ Ṽai
)

としたときに ui = Aiv を証明すればよい. ui = Aiwi とかいたとき

Aiv = Ai(A1w1 + · · ·+Akwk) = A2
iwi = Aiwi = ui

これで証明が完了した.

線型変換 x ∈ End(V )に対して φ(x) = 0を満たすような多項式 φ(T ) ∈ F[T ]の中で最小次数かつモニック
(最大次数の項の係数が 1)であるものを xの最小多項式と呼ぶ. x ∈ End(V )の最小多項式の F上の根がすべ
て相異なるとき, xを半単純 (semisimple)という. xが半単純であるということと xが対角化可能であるこ
とは同値である. 大切な性質として, 二つの半単純な線型変換 x, y ∈ End(V )であって, それらが互いに可換
であるとき, x, y は同時対角化可能である. それゆえに x+ y, x− y も半単純になることが分かる. また半単純
な線型変換 x ∈ End(V )が V の部分空間W を保つとき (すなわち xはW の線型変換とも見做せるとき), x

はW 上でも半単純である.
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命題 2.6. V を F上の有限次元ベクトル空間とし, x ∈ End(V )とする.

(a) xに対してただ一つ半単純な要素 xs ∈ End(V )と冪零な要素 xn ∈ End(V )が存在して x = xs+xn

とかける.

(b) 定数項をもたない二つの一変数多項式 p(T ), q(T )であって, xs = p(x), xn = q(x)を満たすものが
存在する. 特に, xs, xn は他の線型変換 x ∈ End(V )と可換である.

(c) 部分空間 A ⊂ B ⊂ V であって, x : B −→ Aであるとき, xs, xn も B から Aの写像である.

命題中のような分解 x = xs+xnを xのジョルダン・シュバレー分解 (Jordan-Chevalley decomposition)

と呼ぶ. 　また xs, xn をそれぞれ x の半単純部分 (semisimple part), 冪零部分 (nilpotent part) と
呼ぶ.

証明. a1, . . . , ak を xの相異なる固有値とし, その重複度をそれぞれ m1, . . . ,mk とする. このとき xの特性
多項式は

∏k
i=1(T − ai)

mi とかける (T は変数). Vi = Ker(x − ai · 1)mi とすると, V は部分空間 V1, . . . , Vk

の直和としてかけて (広義固有空間分解), x は各 Vi を保つ. 明らかに x は (T − ai)
mi を特性多項式として

もっている. ここで F[T ]の互いに素なイデアル ((T − ai)
mi) (i = 1, . . . , k), (T )を考える. 中国式剰余定理

により F[T ]次を満たす多項式 p(T ) ∈ F[T ]が存在することが分かる.

p(T ) ≡

{
ai (mod (T − ai)

mi)

0 (mod T )

q(T ) = T−p(T )とおく. p(T ) ≡ 0 (mod T )だから p(T ), q(T )共に定数項を持たない. xs = p(x), xn = q(x)

とおくと, x, xs, xn は互いに可換であり, それらは V を保つ. (x は V の線型変換だから!) 特に Vi も保
つことに注意しておく. さて, p(T ) ≡ ai (mod (T − ai)

mi) は (xs − ai · 1)|Vi = 0 を示している.

(p(T ) − ai = f(t)(x − ai)
mi とかける. v ∈ Vi に対して (xs − ai)v = f(x)(x − ai)

miv = 0) したがって xs

は Vi に対角に作用する (表現行列は対角成分 ai の対角行列). 定義から xn = x− xs であり, これは冪零にな
る. (v ∈ Vi に対して xmi

n v = (x − ai · 1)miv = 0) 以上から (c)は示せた. (a)を示す. 存在性は以上の議論
から分かる. xs, xn の一意性を示す. 別のジョルダン・シュバレー分解 x = s+ n があったとする. このとき
xs − s = n− xn である. xss = sxs を示す. [s, x] = [s, s+ n] = [s, n] = 0であるから [s, xs] = [s, p(x)] = 0.

xs, sは半単純な線型変換かつ互いに可換であるから同時対角化でき xs − sも半単純になる. また同様の計算
により nxn = xnn も正しいことが分かる. ([n, x] = [n, s + n] = [n, s] = 0 により [n, sn] = [n, q(x)] = 0)

xn, n は冪零で互いに可換であるから n − xn も冪零になる. 冪零かつ半単純な線型変換は 0 写像しかない.

したがって xs − s = n− xn = 0, xs = s, xn = nで一意性が示せた.

補題 2.7. 有限次元ベクトル空間 V 上の線型変換 x ∈ End(V ) と x のジョルダン・シュバレー分解
x = xs + xn を考える. このとき ad(x) = ad(xs) + ad(xn)は ad(x)のジョルダン・シュバレー分解になっ
ている.

証明. xs は半単純であるから, V の基底をうまくとることで表現行列を対角行列にとれる. 今, xs の表現行列
が対角行列 diag(a1, . . . , an) になるように V の基底 {e1, . . . , en} をとり, End(V ) の基底を eij(ek) = δjkei

となるようにとる. このとき ad(xs)(eij) = [xs, eij ] = (ai − aj)eij となるから, この基底に関する ad(xs)の
表現行列は diag(. . . , ai − aj , . . . )となり ad(xs)は半単純であることがわかった. また xn は冪零であるから
ad(xn)も冪零である (命題 1.7). あとは命題 2.6の (a)の一意性を使えば証明完了である.
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補題 2.8. Aを有限次元 F-代数とする. このとき Der(A)は Aの全ての要素の (End(A)における)半単純
部分と冪零部分を含んでいる. (つまり, δ ∈ End(A)が Aの微分ならば δ の半単純部分, 冪零部分も微分で
あるという主張.)

証明. 任意の元 δ ∈ Der(A)に対して, σ, ν ∈ End(A)をそれぞれ δ の半単純部分, 冪零部分とする. δ の半単
純部分 σ が Der(A)に属することを示せば十分である. ここで任意の元 a ∈ Fに対して,

Aa =
{
x ∈ A | (δ − a · 1A)kx = 0を満たす自然数 k が存在する.

}
を定義する. このとき Aは δ の固有値たちにより

A =
⊕

α:δ の固有値

Aα

と直和分解できる (広義固有空間分解). さらに σ は Aα に α倍で作用する (σ は半単純!). また a, b ∈ Fに対
して, AaAb ⊆ Aa+b が成り立つ. それは一般に次の公式

(δ − (a+ b) · 1)n(xy) =
n∑

i=0

((δ − a · 1)n−ix) · ((δ − b · 1)iy) (x, y ∈ A)

が成り立つことから分かる (n に関する帰納法により上の公式は示せる). 今, x ∈ Aa, y ∈ Ab とすると
xy ∈ Aa+b であるから σ(xy) = (a+ b)(xy) が成り立つ. 一方, σ(x)y + xσ(y) = (a+ b)(xy)であるから

σ(xy) = σ(x)y + xσ(y)

である. 以上で σ ∈ Der(A)が示せた.

2.3 カルタンの判定条件

ここではリー環 L がいつ可解になるかを調べるときに非常に有用なカルタンの判定条件 (Cartan’s

Criterion)を説明する.

補題 2.9. V を有限次元ベクトル空間とし, A ⊂ B を gl(V ) の部分空間とする. M =

{x ∈ gl(V ) | [x,B] ⊂ A} とおく. もし x ∈ M が任意の y ∈ M に対して Tr(xy) = 0 を満たすなら
ば, xは冪零元である.

証明. x = s + n を x のジョルダン・シュバレー分解とする (s = xs, n = xn). s の表現行列が対角行列
diag(a1, . . . , am)になるように V の基底 {v1, . . . , vm}をとる. E を固有値 a1, . . . , am で張られる Fの (有理
数体 Q上の)部分ベクトル空間とする. 証明すべきは s = 0であることである. それを示すことは E = 0であ
ることを示すことと同値である. 以下, E = 0であることを示す. E の作り方から E は Q上有限次元ベクト
ル空間である. E = 0を示すために E の双対空間 E∗ が 0, すなわち任意の線型写像 f : E −→ Qが 0を示
す. 今, 線型写像 f : E −→ Qが与えられているとする. また, 基底 {v1, . . . , vm}に関する表現行列が対角行
列 diag(f(a1), . . . , f(am))となるような元 y ∈ gl(V )を考える. またそれらに応じて,

ad(s)(eij) = (ai − aj)eij , ad(y)(eij) = (f(ai)− f(aj))eij
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となるように gl(V ) の基底 {eij}1≤i,j≤m をとる. ここで定数項のない多項式 r(T ) ∈ F[T ] であって, 任意の
1 ≤ i, j ≤ mに対して r(ai − aj) = f(ai)− f(aj)を満たすものとする. そのような多項式があるのか?と思う
であろう. 実は r(T )を

r(T ) =

m∑
i,j=1

(f(ai)− f(aj))
∏

(k,l)̸=(i,j)

φ(T )

T − (ak − al)
, φ(T ) =

∏
1≤i,j≤m

T − (ai − aj)

と定義すれば r(ai−aj) = f(ai)−f(aj)を満たす*1. f は線型だから ai−aj = ak−alならば f(ai)−f(aj) =

f(ak)− f(al)が成り立つということに注意する. 以上から明らかに ad(y) = r(ad(s))が成り立つ.

ad(s)は ad(x)の半単純部分である (補題 2.7). さらに ad(s)は定数項を含まない ad(x)の多項式によって
かける (命題 2.6). したがって, ad(y)も ad(x)の定数項を含まない多項式でかける (ad(s) = g(ad(x))と定数
項を含まない多項式 g でかけたなら, それを ad(y) = r(g(ad(x)))とせよ). 仮定から ad(x)は B から Aへの
線型写像である. r(ad(s)) = ad(y)(B) ⊂ Aであることが分かる. それはすなわち y ∈ M を意味する. 補題の
仮定を使うと Tr(xy) = 0である. このことから

∑m
i=1 aif(ai) = 0を得る. この左辺は E の元の Q-線型結合

である. ここで f を施すと
∑m

i=1 f(ai)
2 = 0となる. Qが有理数体であることを想起すれば i = 1, . . . ,mに

対して f(ai)
2 = 0となることが分かる. E は ai たちで張られていたので, f = 0である.

定理 2.10 (カルタンの判定条件). V を有限次元ベクトル空間とし Lを gl(V )の部分リー環とする. もし
任意の x ∈ [L,L], y ∈ Lに対して Tr(xy) = 0ならば, Lは可解リー環である.

証明. 任意の x ∈ [L,L] が冪零であることを示せばエンゲルの定理 (定理 1.6) により [L,L] が冪零であるこ
とが示せる. [L,L] が冪零リー環ならば L は可解リー環であることは明らかであるから, この定理は任意の
x ∈ [L,L]が冪零であることを示せばよい. A = [L,L], B = L, M = {x ∈ gl(V ) | [x, L] ⊂ [L,L]}として補
題 2.9を適用する. 明らかに L ⊂ M であるから仮定より任意の x ∈ [L,L], y ∈ Lに対して Tr(xy) = 0であ
る. あと示すべきは [x, y] ∈ [L,L], z ∈ M に対して Tr([x, y]z) = 0となることであるが, これは一般に有限次
元ベクトル空間 V の自己準同型 x, y, z ∈ End(V )に対して

Tr([x, y]z) = Tr(x[y, z])

が成り立つことを認めれば, Tr([x, y]z) = Tr(x[y, z]) = Tr([y, z]x) でM の定義から [y, z] ∈ M である. よっ
て Tr([x, y]z) = 0である. 以上から補題 2.9により z は冪零である.

3 キリング形式
3.1 半単純性の判定条件

Lをリー環とする. x, y ∈ L に対して κ( , )を

κ(x, y) = Tr(ad(x) ad(y))

と定義しこれをキリング形式と呼ぶ. κ( , )は L上の対称双線型形式である. また一般に, 有限次元ベクトル
空間 V 上の任意の線型変換 x, y, z ∈ End(V )に対して

Tr([x, y]z) = Tr(x[z, y])

*1 このような構成法で得られるものをラグランジュ型補完函数という.
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が成り立つことから x, y ∈ Lに対して

κ([z, x], y) + κ(x, [z, y]) = 0 (z ∈ L)

となることがわかる. この性質を L-不変性 (結合律)と呼んだりする.

補題 3.1. I を Lのイデアルとし, κ, κI をそれぞれ Lと I のキリング形式とする. このとき κI = κ |I×I

が成り立つ.

証明. もし, ベクトル空間 V の部分空間W で, V の線形変換 ϕが ϕ(V ) ⊂ W を満たしているとする. このと
き Tr(ϕ) = Tr(ϕ |W )が成り立つ. 実際, V の基底を最初の dim(W )個をW の基底でとり, その基底に関する
ϕ の表現行列を考えると, すぐにわかる. さて, もし x, y ∈ I とすると, ad(x) ad(y) は L の線型変換である.

しかも I がイデアルであることを想起すれば, ad(x) ad(y)(L) ⊂ I もわかる. したがって,

κ(x, y) |I×I = Tr(ad(x) ad(y)) |I×I

= Tr(ad(x) ad(y) |I) |I×I

= Tr(adI(x) adI(y))

= κI(x, y).

一般にリー環 Lの対称内積 β に対して, Sβ := {x ∈ L | β(x, y) = 0, ∀y ∈ L}としこれを対称内積 β の根
基という. 対称内積 β の根基 S が S = {0}のとき β を 非退化な内積と呼ぶ. キリング形式 κは結合的なの
で, その根基 S は部分空間になる. 実際, x, y ∈ S と z ∈ Lに対して

κ([x, y], z) = Tr([x, y], z)

= Tr(x, [y, z])

= 0

つまり [x, y] ∈ S. さらに S は Lのイデアルである. 今, Lの基底 x1, . . . , xn を固定すると, κが非退化である
ことと行列 (κ(xi, xj))1≤i,j≤n の行列式が 0でないことは必要十分条件である.

さて, リー環 Lの根基 Rad(L) が {0}であるとき, Lを半単純と呼んだことを思い出そう. Lが半単純であ
ることは, Lが {0}でない可換イデアルを持たないということと同値である. 実際, {0}でない可換イデアルが
あれば, それは Rad(L)に含まれる. 逆に, Rad(L)が {0}でなければ, 非自明な可解イデアル I ⊆ Rad(L)が
取れて, その導来列において {0}でない最後の項Dk(I) ⊆ Rad(L), k ∈ Nは非自明な可換なイデアルである.

定理 3.2. Lをリー環とする. このとき Lが半単純であることと, そのキリング形式 κが非退化であるは同
値である.

証明. まず最初に半単純リー環のキリング形式は非退化であることを示す. リー環 Lであり, Rad(L) = 0と仮
定する. Sκ をキリング形式 κの根基とする. 定義から任意の x ∈ Sκ と y ∈ L に対して, Tr(ad(x) ad(y)) = 0

である. カルタンの判定条件により, adL Sκ は可解である. Rad(L) = {0}だから Z(L) = {0}. したがって
Sκ(

∼−→ adL Sκ)は可解. ところが仮定から Sκ ⊆ Rad(L) = {0} で, Sκ = 0が言える. ゆえに κは非退化.

逆を示す. Sκ = {0} と仮定する. このとき L が半単純であることを示す. そのために L のイデア
ル I であって可換なものは皆 Sκ に属すことをいう. 任意に x ∈ I, y ∈ L をとる. このとき, 写像
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ad(x) ad(y) : L → L → I は, (ad(x) ad(y))2 = 0である ([I, I] = {0}に注意). それゆえ ad(x) ad(y)は冪零
である. ゆえに Tr(ad(x) ad(y)) = 0である. これから I ⊆ Sκ = {0}が言えて, Lは {0}でない可換イデアル
を持たないことがわかった. ゆえに Lは半単純.

3.2 Lの単純イデアル

リー環 Lがそのイデアル I1, . . . , It に対して, 線型部分空間としての直和

L = I1 + · · ·+ It

とかけるとき, Lはイデアルの直和でかけるという. リー環として I1, . . . , It としてみるとき, 1 ≤ i 6= j ≤ t

に対して条件 [Ii, Ij ] ⊂ Ii ∩ Ij = {0}を満たすことが分かる. Lがイデアルの直和としてかけることを強調す
るとき

L = I1 ⊕ · · · ⊕ It

とかく.

定理 3.3. Lを半単純リー環とする. このとき, Lの単純イデアル L1, . . . , Ltが存在して, L = L1⊕· · ·⊕Lt

とかけたとする. このとき任意の Lの単純イデアルは, ある i ∈ {1, . . . , t}であって L = Li となる. さら
に, Li のキリング形式は Lのキリング形式 κを Li × Li に制限したものと一致する.

証明. I を Lの任意のイデアルとする. このとき I⊥ = {x ∈ L | κ(x, y) = 0 for all y ∈ I}もイデアルにある.

それは κ の結合律を使えばすぐに確かめられる. これから, L = I ⊕ I⊥ となることを示す. 今,I ∩ I⊥ も L

のイデアルであることに注意する. ここで, カルタンの判定条件をリー環 I ∩ I⊥ に適用することで, I ∩ I⊥

は可解イデアルである. つまり I ∩ I⊥ ⊆ Rad(L). ところが L は半単純であるから Rad(L) = {0} であり,

I ∩ I⊥ = {0}. したがって, dim I + dim I⊥ = Lであるから, L = I ⊕ I⊥.

次に, 半単純リー環 Lは単純リー環の直和でかけることを示す. Lは非自明なイデアルを持たないと仮定す
ると, L自身が単純になり, 定理を満たすことは明らか. さて, L1 を {0}でない Lの真のイデアルであって,

包含関係に関して最小のものとする. 前段落によって L = L1 ⊕ L⊥
1 である. また, L1 のイデアルもまた Lの

イデアルである. 実際, L1 のイデアル Aとして, 任意の x ∈ Lと y ∈ Aに対して, [x, y] ∈ Aであるかを確か
めれば良いが, x = x1 + x2, x1 ∈ L1, x2 ∈ L⊥

1 と書けば,

[x, y] = [x1 + x2, y] = [x1, y] + [x2, y]

で [x1, y] ∈ Aはすぐにわかり, [x2, y]は y ∈ A ⊆ L1 だから [x2, y] ∈ L1 ∩ L⊥
1 = {0}により [x2, y] = 0 ∈ A.

したがって [x, y] ∈ A. その事実から, L1 の根基 Rad(L1) は L の可解イデアルである. ゆえに Rad(L1) ⊆
Rad(L) = {0} だから, L1 は半単純. 同様の理由で L⊥

1 も半単純. とくに, L1 は単純である (L1 の最小性よ
り). あとは帰納的に上記の要領で分解を繰り返せばよい.

最後に単純イデアルの一意性を示す. I を Lの単純イデアルとする. このとき [I, L]もまた Lのイデアルに
なる. Z(L) = {0}であるから [I, L]は零でない. I は単純イデアルだから I = [I, L] が言える. 一方で,

[I, L] = [I, L1]⊕ · · · ⊕ [I, Lt]

は一つの項を除いて皆０である. それはすなわち [I, Li] = I を意味する. このとき Li ⊆ I だが, Li の単純性
から I = Li.
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系 3.4. Lを半単純リー環とする. このとき L = [L,L]である. また Lの任意のイデアル, リー環の準同型
ϕに対する ϕ(L)ともに半単純である. さらに, Lのイデアルは Lの単純イデアルの和である.

証明. L = [L,L]を示す. Lは半単純だから定理 3.3により,単純イデアル L1, . . . , Ltの直和 L = L1⊕· · ·⊕Lt

でかける. これに Lをブラケットする. [L,L] = [L,L1]⊕ · · · ⊕ [L,Lt]. ここで Z(L) = {0}に注意すれば, 各
i = 1, . . . , tに対して Li の単純性から [L,Li] = Li が言えて, [L,L] = Lが言えた.

L のイデアル I も半単純であることは, 一般に, I のイデアルも L のイデアルであるという事実を使えば,

Rad(I)も Lの可解イデアルとわかる. ゆえに Rad(I) ⊆ Rad(L) = 0から分かる. 他の主張は明らか.

3.3 内部微分

リー環 Lの内部微分とは Der(L)の元 δ であって δ = ad(x), x ∈ Lでかけるもののことであった. 一般に
は ad(L) ⊆ Der(L)である. また任意の δ ∈ Der(L), x ∈ Lに対して [δ, ad(x)] = ad(δx)が成り立つ. 実際,

z ∈ Lに対して,

[δ, ad(x)](z) = (δ ad(x)− ad(x)δ)(z)

= δ([x, z])− [x, δz]

= [δx, z] + [x, δz]− [x, δz]

= ad(δx)(z)

したがって [Der(L), ad(L)] ⊂ ad(L)がいえた.

定理 3.5. リー環 Lが半単純ならば, ad(L) = Der(L)が成り立つ.

証明. L は半単純であるから Z(L) = {0}. したがってリー環として同型 L
∼−→ ad(L) が言える. 特に

M := ad(L) のキリング形式は非退化である (定理 3.2). D := Der(L) とすると, [D,M ] ⊂ M が成
り立つ. したがって, 補題 3.1 より, κM は κD を M × M に制限したものである. 特に I = M⊥ =

{x ∈ D | κD(x, y) = 0,∀y ∈ M}とすると, κM の非退化性から I ∩M = 0. I,M はともに D のイデアルで
ある. [I,M ] ⊆ I ∩M = 0だから [I,M ] = 0. もし δ ∈ I ならば任意の x ∈ Lに対して ad(δx) = 0である.

L
∼−→ ad(L)だから δx = 0, つまり δ = 0. これは I = 0を意味する. ゆえに D = M .

3.4 抽象ジョルダン分解

この副節では定理 3.5を使って, 一般の半単純リー環 Lにおける (glの部分リー環とは限らない!!)抽象ジョ
ルダン分解を導入する. 補題 2.8を思い出そう. Aを有限次元 F-代数としたとき, Der(A)は Aの全ての要素
の (End(A)における)半単純部分と冪零部分を含んでいる. (つまり, δ ∈ End(A)が Aの微分ならば δ の半単
純部分, 冪零部分も微分であるという主張.) とくに, 定理 3.5により ad(L) = Der(L)である. L → ad(L)は
一対一写像だから, x ∈ Lに対して s, n ∈ Lであって, ad(x) = ad(s) + ad(n)がジョルダン分解になってい
るようなものが存在する. これは x = s+ nであって [s, n] = 0を満たすことを意味する. このような sを ad

半単純元と呼ぶ. s, nを xs := s, xn := nとかき, それぞれを xの半単純部分, 冪零部分と呼ぶ.

注意深い読者は, gl(V )の部分リー環 (線型リー環) の場合のジョルダン分解の記号と同じで紛らわしいと思
うであろう. しかし, 抽象ジョルダン分解はふつうのジョルダン分解とおなじ概念としてみなせるということ
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を次章で証明する. ここではそれが正しいということを特別な場合で納得してもらえれば十分である. V を有
限次元ベクトル空間とし L := sl(V ) = {x ∈ gl(V ) | Tr(x) = 0}の場合を考える. x = xs + xn ∈ End(V )を
End(V )におけるふつうのジョルダン分解とする. 今 x ∈ Lとする. xn は冪零だから, Tr(xn) = 0で xn ∈ L

であり, 特に xs は Tr(xs) = 0とわかり xs ∈ L. さらに adgl(V )(xs)は半単純である (補題 2.7). 特に adL(xs)

も半単純. 同様に adL(xn)は冪零であり, [adL(xs), adL(xn)] = adL([xs, xn]) = 0. Lの抽象ジョルダン分解
の一意性から xの Lにおける抽象ジョルダン分解は x = xs + xn となるしかない.

4 表現の完全可約性
この節では, 表現といえば有限次元表現を意味する.

4.1 加群

ここでは表現を加群の言葉で言い換えられることを説明する. Lをリー環とし, V をベクトル空間とする. L

は V に左から作用
L× V → V, (x, v) 7→ x.v

していて次の 4条件をみたすとき, V を L加群と呼ぶ.

(M1) (ax+ by).v = a(x.v) + b(y.v),

(M2) x.(av + bw) = a(x.v) + b(x.w),

(M3) [x, y].v = x.y.v − y.x.v. (x, y ∈ L; v, w ∈ V ; a, b ∈ F)
ϕ : L → gl(V )は Lの表現とする. このとき V は x.v := ϕ(x)v, x ∈ L, v ∈ V によって L加群とみなせる.

逆に, L加群 V が与えられたとすると, ϕ : L → gl(V )を ϕ(x)v := x.v と定めればリー環としての準同型にな
ることは明らか. また, L加群としての準同型といえば, 線型写像 V → W であって, ϕ(x.v) = x.ϕ(v)を満た
すもののことを指す. つまり ϕと Lの作用が可換ということである. また Kerϕは V の L部分加群であるこ
とはすぐにわかるであろう. ϕがベクトル空間として同型であるとき V とW は L加群として同型という. ま
たそのような２つの L加群を Lの同値な表現という. L加群 V が自分自身と 0を除いて, L部分加群を持た
ないとき, V を既約という. V が既約な L加群の直和でかけるとき, V を完全可約という.

V が完全可約であること (1) と V の任意の L 部分加群 W に対して別の L 部分加群 W ′ が存在して
V = W ⊕W ′ とかけるということ (2)は同値である. (1)から (2)を示す. V は完全可約であるとする. (2)を
仮定し, V の L加群W に対して, codimW = dimV − dimW に関する帰納法により示す. codimW = 0の
とき, すなわち V = W のときは明らか. codimW > 0とする. すなわちW ⊂ V である. 今, V =

⊕
i∈I Vi

で Vi は既約 L加群とする (V は有限次元だから I は有限集合). このときある i ∈ I があって, Vi ⊂ W であ
る. このときW ∩ Vi = 0だからW + Vi = W ⊕ Vi である. codim(W + Vi) < codimW だから帰納法の仮
定から, ある L部分加群W ′ であって V = (W ⊕ V1)⊕W ′. 次に (2)から (1)を示す. これは dimV に関す
る帰納法により示す. dimV = 0のときは明らか. dimV > 0とする. ここで V の L部分加群うち次元が最
小なもの V1 をとる. V1 は取り方から既約 L加群である. 仮定から V = V1 ⊕W とかける L加群W がある.

dimV1 = 0は明らかなので, dimV1 > 0とする. そしたら, 再び V1 の 0でない L部分加群 V2 をとれば, それ
も既約になる. この操作を繰り返すことで, V の既約 L加群による直和分解が得られる.

L加群W,W ′ に対して直和W ⊕W ′ も x.(w,w′) := (x.w, x.w′), (x ∈ L w ∈ W w′ ∈ W ′) によって L加
群になる.
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補題 4.1 (Schurの補題). ϕ : L → gl(V )は既約表現であるとする. このとき, 任意の x ∈ Lに対して ϕ(x)

と可換な EndV の元はスカラーのみである.

証明. f ∈ EndV であって任意の x ∈ Lに対して ϕ(x)と可換なものとする. f の固有値 c ∈ Fにおける固有
空間W = {v ∈ V | (f − c1V )(v) = 0}は V の L部分加群であり, W 6= 0である. V の既約性からW = V

でなければならない. したがって f = c1V .

5 sl(2,F)の表現論

6 ルート空間分解
この節では Lと書けば, 半単純リー環を意味する. これから Lの構造をその随伴表現を通して研究する.

6.1 極大トーラス部分環とルート

リー環 Lが ad冪零元たちで構成されているとすると Lは冪零リー環になる (1.6). もしそうでない場合は,

ある x ∈ Lであって, xの抽象ジョルダン分解における半単純部分 xs が非零であるものがとれる. これは半
単純元によって構成される非零な Lの部分環の存在を示唆している. そのような部分環をトーラスという.

補題 6.1. Lのトーラス部分環は可換リー環である.

証明. T を L のトーラスとする. 任意の x ∈ T に対して, adT (x) = 0 を示す. ad(x) は 対角化可能で
あるから, adT (x) は零でない固有値をもつことを示せば十分である. ここで逆に, x ∈ T はある非零な
元 y ∈ T に対して, [x, y] = ay (a 6= 0) を満たすと仮定する. このとき adT (y)(x) = −ay は固有値 0

の adT (y) の固有ベクトルである. 一方で, x は adT (y) の固有ベクトルの一次結合でかける (adT (y) も半
単純だから対角化可能). それを x = v1 + · · · + vk とかいておく. これに, 左から adT (y) を左から施す
と, adT (y)(x) = adT (y)(v1) + · · · + adT (y)(vk) = λ1v1 + · · · + λkvk. これにもう一度 adT (y) を施すと,

0 = λ2
1v1 + · · ·+ λ2

kvk となり, これは λ1 = · · · = λk = 0を意味する. したがって adT (y)(x) = 0となり, 仮
定に反する.

今, Lのトーラス部分環の中で極大なものH を一つ固定する. H は補題 6.1により, 可換リー環であるから,

adL(H)は Lの半単純な線形変換の可換族である. だから, adL(H)は L上で同時対角化できる. 言い換える
と, Lは部分空間 Lα = {x ∈ L | [h, x] = α(h)x,∀h ∈ H}たちの直和でかける. ここに α ∈ H∗. L0 は H の
中心化環 CL(H)である. 補題 6.1により, H ⊆ CL(H)である. 集合 Φ ⊂ H∗ を Φ := {α ∈ H∗ | Lα 6= 0}と
定義し, Φの元を H に関する Lのルートと呼ぶ. 次の分解を Lのルート空間分解と呼ぶ.

L = CL(H)⊕
⊔
α∈Φ

Lα

命題 6.2. 任意の α, β ∈ H∗ に対して, [Lα, Lβ ] ⊂ Lα+β . x ∈ Lα, α 6= 0ならば ad(x)は冪零である. も
し, α, β ∈ H∗ かつ α+ β 6= 0ならば Lα と Lβ は Lのキリング形式 κに関して直交している.
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証明. 最初の主張はヤコビの恒等式からすぐわかる. 実際, x ∈ Lα, y ∈ Lβ に対して

ad(h)([x, y]) = [[h, x], y] + [x, [h, y]] = α(h)[x, y] + β(h)[x, y] = (α+ β)(h)[x, y] ∈ Lα+β , (∀h ∈ H)

となる. 2つ目の主張は, Φが有限集合であることに注意すれば, 一つ目の主張からすぐにわかる.

Lα ⊃ [Lα, Lα] = L2α ⊃ · · · ⊃ Lkα = 0

最後の主張を示す. (α+β)(h) = 6= 0となる h ∈ H をとる. このとき x ∈ Lα, y ∈ Lβ ならば, κの結合性から

κ([h, x], y) = −κ([x, h], y) = −κ(x, [h, y])

となり (α+ β)(h)κ(x, y) = 0でこれは κ(x, y) = 0を意味する.

系 6.3. Lのキリング形式 κを L0 = CL(H)に制限したものも非退化である.

証明. Lは半単純だから定理??より κは非退化である. 一方, L0 は任意の Lα (α ∈ Φ)と直交している (命題
6.2). もし, z ∈ L0 は L0 と直交しているとする. このとき κ(z, L) = 0であり, これは z = 0を意味する (κ

の非退化性を使った).

6.2 H の中心化部分環

補題 6.4. x, y をある有限次元ベクトル空間の線型変換で, 互いに可換かつ y は冪零とする. このとき xy

も冪零であり, 特に Tr(xy) = 0.

証明. yは冪零だから, ある正の整数 nがあって yn = 0を満たす. x, yの可換性を使えば (xy)n = xynxn−1 =

0で xy も冪零であることが分かった. xy は冪零であるからその表現行列を対角成分が 0の上 (下)三角行列
にとれるから, Tr(xy) = 0.

命題 6.5. H を Lの極大トーラスとする. このとき H = CL(H).

証明. 7つのステップにより示す. 以下, C := CL(H)とかく.

(1) C は C の元の半単純部分と冪零部分を含む. x ∈ C をいうには, ad(x) : H → 0 を言えば良い.

x ∈ C に対して ad(x)s, ad(x)n は命題 2.6 の (c) より, ad(x)s, ad(x)n : H → 0. また ad(x)s = ad(xs),

ad(x)n = ad(xn)であるから xs, xn ∈ C.

(2) C の任意の半単純元は H に属す. もし x ∈ C は半単純元かつ中心元だったら H + Fxはトーラスにな
る. 可換な半単純元たちの和は再び半単純元になる (同時対角化可能!). H の極大性から H = H + Fxつまり
x ∈ H.

(3) Lのキリング形式 κを H に制限したものは非退化である. κ(h,H) = 0となる h ∈ H を考える. この
とき h = 0とならざるを得ないことを示す. x ∈ C が冪零元ならば, [x,H] = 0ということと, ad(x)も冪零
になることから, 任意の h ∈ H に対して Tr(ad(x) ad(h)) = 0, すなわち κ(x,H) = 0が従う (補題 6.4). しか
し, (1),(2)により κ(h,C) = 0がいえた. あとは κ |C の非退化性から h = 0.
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(4) C は冪零である. もし x ∈ C が半単純ならば H に属し (2), adC(x)(= 0)は冪零. 一方で, もし x ∈ C

は冪零ならば, なおさら adC(x)は冪零である. 任意の x = xs + xn ∈ C とする. (1)から xs, xn ∈ C である.

このとき adC(x)は２つの可換な冪零元の和でかける. したがって adC(x)は冪零. エンゲルの定理から C は
冪零.

(5) H ∩ [C,C] = 0. これは κの結合性と [H,C] = 0から κ(H, [C,C]) = 0.

(6) C は可換リー環. [C,C] 6= 0とする. (4)により C は冪零であった. 補題 1.9により, Z(C)∩ [C,C] 6= 0.

zを Z(C)∩ [C,C]の非零な元とする. (2)と (5)によって, zは半単純でないことがわかる. したがって zの冪
零部分 zn は非零で C に属す (1). また任意の c ∈ C に対して 0 = [z, c] = [zs + zn, c] = [zs, c] + [zn, c]. ここ
で zs ∈ H だから [zs, c] = 0で [zn, c] = 0とならざるを得ない. ゆえに zn ∈ Z(C). これにより κ(zn, C) = 0

となる. しかし κ の非退化性から z = 0となりこれは z が非零であることに矛盾. よって [C,C] = 0.

(7) C = H. さもなくば (1),(2) によって C は非零な冪零元 x からなる (C は冪零！). ここで補題 6.4

と (6) により任意の y ∈ C に対して κ(x, y) = 0 が成り立つ. しかしこれは κ の非退化性に反する. ゆえに
C = H.

系 6.6. Lのキリング形式 κを H に制限したものは非退化.

系 6.6はH とH∗ を同一視してもよいことを示唆している. ϕ ∈ H∗ に対して, ϕ(h) = κ(tϕ, h),∀h ∈ H を
満たす tϕ ∈ H がただ一つある. とくに, Φと H の部分集合 {tϕ ∈ H | ϕ ∈ Φ}は対応する.

6.3 直交性

命題 6.7. (a) Φは H∗ を張る.

(b) α ∈ Φならば −α ∈ Φ.

(c) α ∈ Φ, x ∈ Lα, y ∈ L−α とする. このとき, [x, y] = κ(x, y)tα が成り立つ.

(d) もし α ∈ Φならば, このとき [Lα, L−α]は Lの 1次元部分空間であり, tα はその基底になっている.

(e) 任意の α ∈ Φに対して, α(tα) = κ(tα, tα) 6= 0.

(f) α ∈ Φ で xα を Lα の非零な元とする. このとき元 yα ∈ L−α であって次を満たすようなものが存
在する. xα, yα, hα = [xα, yα] は sl(2,F) と同型な L の 3 次元部分環を張る.(xα 7→ x, x−α 7→ y,

hα 7→ h)

(g) hα = 2tα
κ(tα,tα) ; hα = −h−α.

証明. (a) Φ は H∗ を張らないと仮定する. このとき H の非零な元 h が存在して, 任意の α ∈ Φ に対して
α(h) = 0を満たすものが存在する. しかし, これは任意の α ∈ Φに対して, [h,Lα] = 0となることを意味す
る. [h,H] = 0だから [h,L] = 0, つまり h ∈ Z(L) = 0でこれは hが非零であることに矛盾.

(b) α ∈ Φとする. もし−α 6∈ Φならば,任意の β ∈ H∗に対して, κ(Lα, Lβ) = 0が成り立つ (α+(−α) = 0

のときは L−α = 0により, κ(Lα, L−α) = 0であることと命題 6.2によりわかる). これは κの非退化性に反
する.

(c) α ∈ Φ, x ∈ Lα, y ∈ L−α とする. h ∈ H を任意にとる. κの結合性により

κ(h, [x, y]) = κ([h, x], y) = α(h)κ(x, y) = κ(tα, h)κ(x, y) = κ(κ(x, y)tα, h) = κ(h, κ(x, y)tα)

である. これは κ(h, [x, y]− κ(x, y)tα) = 0を意味する. したがって, κの非退化性から [x, y] = κ(x, y)tα.
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(d) (c)によって, tα は [Lα, L−α]を張ることは示されている. あとは [Lα, L−α] 6= 0を示ばよい. xを Lα

の非零な元とする. もし κ(x, L−α) = 0 ならば, このとき κ(x, L) = 0. κ の非退化性より x = 0 だがこれ
は, xが非零であることに矛盾. したがって κ(x, y) 6= 0となる L−α の非零な元 y がみつかる. (c)によって,

[x, y] 6= 0が従う.

(e) α(tα) = 0と仮定する. このとき x ∈ Lα, y ∈ L−α に対して, [tα, x] = 0 = [tα, y]が成り立つ. (d)に
より, κ(x, y) 6= 0 となる x, y が取れる. ここで κ(x, y) = 1 となるように適当にスカラー倍して変形してお
く. このとき [x, y] = tα. これれにより x, y, tα が生成する Lの 3次元部分空間 S は可解であることがわかる
(S

∼−→ adL(S) ⊂ gl(L)). 特に, 任意の s ∈ [S, S]に対して adL(s)は冪零 (系 2.4). また adL(tα)は半単純か
つ冪零であるから adL(tα) = 0である. これは tα ∈ Z(L) = 0を意味するが, tα 6= 0に矛盾.

(f) 元 0 6= xα ∈ Lα が与えられているとき, 元 yα ∈ L−α がとれて, κ(xα, yα) =
2

κ(tα,tβ)
とできる. それは,

(e)と κ(xα, L−α) 6= 0からわかる.
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