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概要
Macdonald対称多項式や Koornwinder (コーンウィンダー) 多項式といった
Weyl群対称性を持った多変数 q直交多項式系は、
それを同時固有函数とする q差分鏡映作用素を含む作用素環である
二重アフィン Hecke環を用いてルート系によらない取り扱いができて、
現在ではMacdonald-Koornwinder多項式と総称されます。
今回はこの理論 (Macdonald-Cherednik理論) の簡単な説明と、
私が現在取り組んでいる課題を紹介します。
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1. Macdonald対称多項式とKoornwinder多項式

1. Macdonald対称多項式と Koornwinder多項式 [17頁]

1.1. Schur多項式
1.2. Jack多項式
1.3. Macdonald対称多項式
1.4. Askey-Wilson多項式
1.5. Koornwinder多項式

2. Macdonald-Cherednik理論
3. Askey-Wilson代数
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1.1. Schur多項式 [1/2] [I.G. Macdonald, 1995, Chapter 1]

• 対称多項式の記号
− x = (x1, . . . , xn): (可換な) n変数の組
− Z[x]Sn = Z[x1, . . . , xn]

Sn : 対称多項式. 自由加群.

− P+ := {λ ∈ Zn | λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0} = {長さ n以下の分割 }.

• 分割 λ ∈ P+に対する Schur多項式 sλ(x) ∈ Z[x]Sn .
− 明示的定義:

sλ(x) :=
det(xλ+δ)

det(xδ)
, det(xλ+δ) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x
λ1+n−1
1 x

λ1+n−1
2 ··· x

λ1+n−1
n

x
λ2+n−2
1 x

λ2+n−2
2 ··· x

λ2+n−2
n

...
...

...
x
λn
1 x

λ2
2 ··· xλn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
− 次の Hermite内積 (Schur内積) に関する C[x]Sn の直交基底をなす.

(f, g)1 :=
1

n!

∫
T

f(x)g(x)w1(x) dx, w1(x) :=
∏

1≤i ̸=j≤n

(1− xi/xj),

T := {x ∈ Cn | |x1| = · · · = |xn| = 1}, dx :=
∏n

i=1 dxi/(2π
√
−1xi).
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1.1. Schur多項式 [2/2]

• 分割 λ ∈ P+に対して, sλ(x)は三角展開される:
sλ = mλ +

∑
µ<λ

cλ,µmµ, cλ,µ ∈ Z.

− mλ(x) :=
∑

µ∈Sn.λ x
µ =

∑
µ x

µ1
1 · · ·xµn

n : 単項対称式.

{mλ(x) | λ: 分割 }も Z[x]Sn の基底.

− µ ≤ λ :⇔ |µ|n = |λ|n かつ |µ|k ≤ |λ|k (1 ≤ k < n) (|λ|k :=
∑k

i=1 λi)

: ドミナンス順序. |µ|n = |λ|n ≥ 6なら半順序.

− 小さい分割 λに対する Schur多項式 sλ:

s(1) = m(1), s(2) = m(2) +m(1,1), s(1,1) = m(1,1),

s(3) = m(3) +m(2,1) +m(13), s(2,1) = m(2,1) +2m(13), s(13) = m(13).

• sλは次の二条件から一意に定まる:
− 三角性 sλ ∈ mλ +

∑
µ<λ Cmµ.

− 直交性 (sλ, sµ)1 ∝ δλ,µ.
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1.2. Jack多項式 [1/4] [Macdonald, 1995, §VI.6]

• Jλ(x;β) ∈ C[x]Sn : Jack多項式 (λ: 分割, β ∈ C: パラメータ)

• 次の二条件から一意に定まる.
− 三角性 Jλ ∈ mλ +

∑
µ<λ Cmµ.

− 直交性 (Jλ, Jµ)β ∝ δλ,µ,

(f, g)β :=
1

n!

∫
T

f(x)g(x)wβ(x) dx, wβ(x) :=
∏
i ̸=j

(1− xi/xj)β .

• Schur多項式の β 変形: Jλ(x;β = 1) = sλ(x).

• 小さい分割 λに対する Jack多項式 Jλ:
J(1) = m(1), J(2) = m(2) +

2β
1+β

m(1,1), J(1,1) = m(1,1), J(13) = m(13),

J(3) = m(3) +
3β
2+β

m(2,1) +
6β2

(1+β)(2+β)
m(13), J(2,1) = m(2,1) +

6β
1+2β

m(13).

• Schur多項式 sλ(x) = det(xλ+δ)/ det(xδ)と違い, Jλ(x;β)に簡単な明示式は
無さそう. (タブロー表示, および頂点作用素/積分表示はある.)
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1.2. Jack多項式 [2/4]

• Jl(x;β): 1変数 Jack多項式. (n = 1, λ = l ∈ P+ = N := Z≥0)

Jl(x;β) ∼= 等パラメータの Jacobi多項式 P
(α=β,β)
l (y).

P
(α,β)
l (y) := (α+1)l

l! 2F1

[
−l, l + α+ β + 1

α+ 1
;
1− y

2

]
.

• Jacobi多項式は超幾何直交多項式の Askey図式に現れる.

Wilson Racah

Continuous
dual Hahn

Continuous
Hahn Hahn dual Hahn

Meixner-
Pollaczek Jacobi pseudo-

Jacobi Meixner Krawtchouk

Laguerre Bessel Charlier

Hermite

4F3(4)

3F2(3)

2F1(2)

1F1(1)/2F0(1)

2F0(0)
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1.2. Jack多項式 [3/4]

• Jack多項式 Jλ(x;β)のもう一つの特徴づけ:
− 三角性 Jλ ∈ mλ +

∑
µ<λ Cmµ.

− 固有性 HCS(β)Jλ ∈ CJλ,

HCS(β) :=
∑

1≤i≤n

ϑ2i + β
∑

1≤i<j≤n

xi + xj
xi − xj

(ϑi − ϑj), ϑi := xi
∂

∂xi
.

HCS(β) ↷ C[x]Sn : Calogero-Sutherlandハミルトニアンと等価.

• 互いに可換な作用素O
(1)
x (β), O

(2)
x (β) = HCS(β), O

(3)
x (β), . . .

O(k)
x (β) :=

∑
1≤i≤n

Dk
i (β), Di(β) := ϑi + β

∑
j ̸=i

xi
xi − xj

(1− sij),

(sijf)(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) = f(. . . , xj , . . . , xi, . . . ),

に関して, Jack多項式は同時固有函数である:

O(k)
x (β)Jλ(x;β) = Jλ(x;β)ε

(k)
λ , ε

(k)
λ ∈ C (k = 1, 2, . . . ).
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1.2. Jack多項式 [4/4]

• Calogero-Sutherland量子ハミルトニアン

H ′
CS :=

∑
1≤i≤n

p2i
2

+
∑

1≤i<j≤n

ℏ2β(β − 1)

sin2 1
2r
(qi − qj)

qi ∈ R/2πrR, pi = −
√
−1ℏ ∂

∂qi
, β ∈ R

半径 rの円周上にある相互作用 ∝ (距離)−2

の n粒子量子系.

q1

q2

q3

qi

qj

qn−1
r

• H ′
CS [B. Sutherland, 1971] は Calogero-Moser古典可積分系

[F. Calogero, 1969; J. Moser, 1975] の量子化を与える.
• H ′

CSはエネルギーE0 > 0の基底状態 |ψ0〉を持つ.

ψ0(q) ∝
∏
i<j

(
sin

qi−qj
2r

)β

=
∏
i

x
− β(n−1)

2
i

∏
i<j

(xi − xj)
β , xi := e

√
−1qi
r .

HCSとの関係：ψ−1
0 H ′

CSψ0 =
2r2

ℏ2 (HCS + E0).

HCSの Hilbert空間は C[x]Sn .
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1.3. Macdonald対称多項式 [1/3]

• Ruijsenaars作用素: 楕円函数係数の q差分作用素族 (r = 1, . . . , n)

[S.N.M. Ruijsenaars (ルイセナース/ラーセナース), 1987]

D(r)
x (q, t, p) :=

∑
I⊂{1,...,n}

|I|=r

∏
i∈I
j /∈I

θ(txi/xj ; p)

θ(xi/xj ; p)

∏
i∈I

Tq,xi .

− x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn: 変数.

− Tq,xif(x) := f(x1, . . . , qxi, . . . , xn): q シフト作用素. (q ∈ C, |q| < 1)

− θ(z; p): Jacobiテータ函数. (p ∈ C, |p| < 1)

θ(z; p) := (z; p)∞(p/z; p)∞, (z; p)∞ :=
∏∞

i=0(1− piz).

互いに可換: [D
(r)
x , D

(s)
x ] = 0.

• 楕円Macdonald対称函数: {D(r)
x }nr=1の同時固有函数.

− 最近進展があった. [E. Langmann・野海・白石, 2022]
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1.3. Macdonald対称多項式 [2/3] [I.G. Macdonald, around 1987]

• Macdonald-Ruijsenaars作用素: Ruijsenaars作用素の三角極限

D(r)
x (q, t) := lim

p→0
D(r)

x (q, t, p) =
∑

I⊂{1,...,n}
|I|=r

∏
i∈I
j /∈I

1− txi/xj
1− xi/xj

∏
i∈I

Tq,xi .

• [D
(r)
x (q, t), D

(s)
x (q, t)] = 0 かつD

(r)
x (q, t) ↷ C[x]Sn .

• C[x]Sn の基底 {Pλ(x; q, t) | λ :長さ n以下の分割 }で
− 三角性 Pλ ∈ mλ +

∑
µ<λ Cmµ

− 固有性 D
(r)
x (q, t)Pλ(x) = Pλ(x)er(q

λtδ)

となるものが一意存在. Pλ(x; q, t)がMacdonald対称多項式.
• もう一つの特徴づけ:
− 三角展開 Pλ ∈ mλ +

∑
µ<λ Cmµ.

− 直交性 (Pλ, Pµ)q,t ∝ δλ,µ,

(f, g)q,t :=
1

n!

∫
T

f(x)g(x)w(x) dx, w(x) :=
∏
i ̸=j

(xi/xj ; q)∞
(txi/xj ; q)∞

.
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1.3. Macdonald対称多項式 [3/3]

• 小さい分割 λに対するMacdonald対称多項式 Pλ:

P(1) = m(1), P(2) = m(2) +
(1 + q)(1− t)

1− qt
m(1,1), P(1,1) = m(1,1),

P(3) = m(3) +
(1− q3)(1− t)

(1− q)(1− q2t)
m(2,1) +

(1− q2)(1− q3)(1− t)2

(1− q)2(1− qt)(1− q2t)
m(13),

P(2,1) = m(2,1) +
(1− t)(2 + q + t+ 2qt)

(1− qt2)
m(13), P(13) = m(13).

• パラメータ特殊化・極限で Schur多項式や Jack多項式を復元:
− Pλ(q, t = q) = sλ.

− limq→1Pλ(q, t = qβ) = Jλ(β).

• 安定極限 (無限変数版) がある: Macdonald対称函数.

q差分作用素 {D(r)}∞r=1の安定極限もあり、それは gl1量子トロ
イダル代数 (Ding庵原三木代数) の可換部分代数をなす。
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1.4. Askey-Wilson多項式 [1/3] [R. Askey, J. Wilson, 1985]

Askey-Wilson多項式: 1変数 q直交多項式 pl (l ∈ N, ν(x) := x+x−1

2
)

pl(ν(x); a, b, c, d|q) :=
(ab, ac, ad; q)l

al
4φ3

[
q−l, ql−1abcd, ax, a/x

ab, ac, ad
; q, q

]
.

4φ3

[
a1, a2, a3, a4

b1, b2, b3
; q, z

]
:=

∑∞
i=0

(a1,a2,a3,a4;q)i
(q,b1,b2,b3;q)i

zi, (a; q)i :=
∏i

j=0(1− qja).

直交性: (x = eiθ, y = ν(x) = cos θ)

1

2π

∫ 1

−1

pl(y)pm(y)
w(y)√
1− y2

dy = hlδl,m, w(y) :=

∣∣∣∣ (x2; q)∞
(ax, bx, cx, dx; q)∞

∣∣∣∣2 ,
hl =

(ql−1abcd; q)l(q
2labcd; q)∞

(ql+1, qlab, qlac, qlbc, qlbd, qlcd; q)∞
.
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1.4. Askey-Wilson多項式 [2/3]

• Askey-Wilson多項式は q-Askey図式の一行目に属する.

pl(cos θ; q, a, b, c, d) ∝ 4φ3

[
q−l, ql−1abcd, aeiθ, ae−iθ

ab, ac, ad ; q, q
]
.

Askey-Wilson

�� �� ((

��

q-Racah

xx
�� &&

4φ3(4)

Continuous
dual q-Hahn

��

Continuous
q-Hahn

��

Big
q-Jacobi

�� ��
��

q-Hahn

||
��

��
��

��

dual q-Hahn

�� ��

3φ2(3)

Al-Salam
-Chihara

�� %%

q-Meixner
-Pollaczec

��

Continuous
q-Jacobi

��

Big
q-Laguerre

��
--

Little
q-Jacobi

��
�� ))

q-Meixner

�� %% ,,

Quantum
q-Krawtchouk

))

q-Krawtchouk

�� ��

Affine
q-Krawtchouk

ss

Dual
q-Krawtchouk

��

2φ1(2)

Continuous
big q-Hermite

��

Continuous
q-Laguerre

��

Little
q-Laguerre

q-Laguerre

��

q-Bessel

}}

q-Charlier

tt

Al-Salam
-Carlitz I

��

Al-Salam
-Carlitz II

��

1φ1/2φ0(1)

Continuous
q-Hermite

Stieltjes
-Wigert

Discrete
q-Hermite I

Discrete
q-Hermite II

2φ0(0)
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1.4. Askey-Wilson多項式 [3/3]

Askey-Wilson多項式: (ν(z) := (z + z−1)/2)

pl(ν(z); q, a, b, c, d) :=
(ab, ac, ad; q)l

al
4φ3

[
q−l, ql−1abcd, az, az−1

ab, ac, ad
; q, q

]
.

• 変数対称性: z ↔ z−1の Z/2Z ∼= {±1}作用で pnは不変.
• 2階 q差分作用素の固有函数: (Dpl)(z) = clpl(z),

D := Φ(z)(Tq,z − 1) + Φ(z−1)(T−1
q,z − 1), (Tq,zf)(z) = f(qz),

Φ(z) :=
(1− az)(1− bz)(1− cz)(1− dz)

(1− z2)(1− qz2)
, cl := (q−l − 1)(1− ql−1abcd).

• スペクトル対称性: ζl ↔ ζ−1
l の {±1}作用で cl, plは不変.

cl = −(1− a∗ζl)(1− a∗ζ−1
l ), a∗ :=

√
abcd/q, ζl := q−l/a∗,

pl ∝ p(z; ζl), p(z; ζ) := 4φ3

[
a∗ζ, a∗/ζ, az, a/z

ab, ac, ad ; q, q
]
.

• 双スペクトル性 (双対性): z ↔ ζ の対称性.
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1.5. Koornwinder多項式 [1/4] [T.H. Koornwinder, 1992]

Koornwinder多項式: Askey-Wilson多項式の n変数版.

• C[x±1] = C[x±1
1 , . . . , x±1

n ]: n変数 Laurent多項式環.
− C[x±1] ∼= CP : Cn 型ウェイト格子 P =

⊕n
i=1 Zεi の群環.

xλ := xλ1
1 · · ·xλn

n (λ =
∑n

k=1 λkεk ∈ P : ウェイト).

• W := 〈λk 7→ −λk,番号置換 〉↷ P,C[x±1].

W ∼= {±1}n ⋊ Sn: BCn型Weyl群.

• C[x±1]W := {f ∈ C[x±1] | w(f) = f, ∀w ∈W}: W 不変式環.

C[x±1]W =
⊕

λ∈P+
Cmλ(x),

P+ := {λ ∈ Nn | λ1 ≥ · · · ≥ λn}: 分割, mλ(x) :=
∑

µ∈Wλ x
µ.

− n = 1: C[x±1
1 ]W = C[x1 + x−1

1 ] =
⊕

l∈N Cml, ml = xl1 + x−l
1 .

• (a, b, c, d, t), q: genericな複素数.

次の (1)と (2), または (1)と (3)を満たすW 不変式環 C[x±1]W

の基底 {Pλ(x) = Pλ(x; q, a, b, c, d, t) | λ ∈ P+}が一意存在.
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1.5. Koornwinder多項式 [2/4]

• (a, b, c, d, t), q: genericな複素数. 次の (1)と (2)を満たす
C[x±1]W の基底 {Pλ(x) | λ =

∑n
k=1 λkεk ∈ P+}が一意存在.

(1) 三角性: Pλ(x) = mλ(x) +
∑

µ<λ cλµmµ(x).

(2) 固有性: DPλ(x) = cλPλ(x),

D :=

n∑
k=1

Φk(x)(Tq,xk − 1) +

n∑
k=1

Φk(x
−1)(T−1

q,xk
− 1),

Φ+
k (x) :=

(1− axk)(1− bxk)(1− cxk)(1− dxk)

(1− x2k)(1− qx2k)

×
∏
j ̸=k

(1− txk/xj)(1− txkxj)

(1− xk/xj)(1− xkxj)
,

(Tq,xkf)(x) := f(x1, . . . , qxk, . . . , xn),

cλ =

n∑
k=1

(q−λk − 1)(tk−1 − qλk−1t2n−k−1abcd).
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1.5. Koornwinder多項式 [3/4]

• (a, b, c, d, t): 絶対値 1未満の実数, q: 0 < q < 1. 次の (1)と (3)
を満たす C[x±1]W の基底 {Pλ(x) | λ ∈ P+}が一意存在.
(1) 三角性: Pλ(x) = mλ(x) +

∑
µ<λ cλµmµ(x).

(3) 直交性: 〈Pλ, Pµ〉 = 0 (λ, µ ∈ P+, λ 6= µ),

〈f, g〉 := 1

|W |

∫
T

f(x)g(x)
∣∣∆+(x)

∣∣2 1

(2π
√
−1)n

dx1 · · · dxn
x1 · · ·xn

,

T := {x ∈ Cn | |x1| = · · · = |xn| = 1},

∆+(x) :=

n∏
k=1

(x2k; q)∞
(axk, bxk, cxk, dxk; q)∞

×
∏

1≤j<k≤n

(xj/xk, xjxk; q)∞
(txj/xk, txjxk; q)∞

.
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1.5. Koornwinder多項式 [4/4]

Koornwinder多項式 Pλ(x) = Pλ(x; q, a, b, c, d, t)の性質:

• n = 1の場合は Askey-Wilson多項式と一致.
• van Dijen (1995) の q差分作用素可換族
D

(1)
x = D,D

(2)
x , D

(3)
x , . . . ,

D(r)
x =

∑
J⊂{1,...,n},|J|=r

εj=±1,j∈J

∑
∅⊂J0⊊···⊊Js=J

0≤s≤r

∏
0≤s′≤s

Vε(Js′\Js′−1);J
c
s′
· T J0

q,x,

[D(r)
x , D(s)

x ] = 0,

の同時固有函数: D
(r)
x Pλ(x) = cr,λPλ(x).

• Askey-Wilson多項式は q超幾何 4φ3で明示できるが,

Koornwinder多項式の “良い”明示式はまだ知られていない様子.

Koornwinderや van Dijenの研究は,

Macdonald多項式の理論の (C∨,C)型類似とみなせる.
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2. Macdonald-Koornwinder多項式と二重アフィンHecke環

1. Macdonald対称多項式と Koornwinder多項式
2. Macdonald-Cherednik理論 [13頁]

2.1. Macdonald-Cherednik理論の概要
2.2. A型の場合 (Macdonald対称多項式)

2.3. (C∨
1 ,C1)型の場合 (Askey-Wilson多項式)

2.4. 補足
3. Askey-Wilson代数
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2.1. Macdoanld-Cherednik理論の概要 [1/4]

[Macdonald, 1987頃; I. Cherednik, 1992–95; 野海正俊, 1995;

S. Sahi, 1998; Macdonald, 2003; J.V. Stokman, 2000, 2011, 2014; ...]

Macdonald対称多項式や Koornwinder多項式はアフィン Hecke環の
表現を用いて統一的に扱える.

• 1987年頃, MacdonaldがWeyl群対称性を持つ多変数 q 直交多項式系を導入.

• 1990年前後, 当時研究が進んでいた量子群の表現論において, Macdonald多
項式のパラメータ特殊化の一部が行列要素で実現された (球函数の q 類似).

• しかし, 任意パラメータの場合を量子群で実現することができなかった.

→ Cherednikのアイデア: qKZ方程式とアフィン Hecke環を使う.

• 一方, 1992年に Koornwinderが Askey-Wilson多項式の多変数化を導入.

• 1995年に野海が C 型アフィン Hecke環の新しい表現 (基本表現) を導入し,

Koornwinder多項式がその基底であることを証明.

• 1998年に SahiがMacdonald (1972) の意味での非被約なアフィンルート系に
ついて Cherednikの議論を拡張.

• 2003年のMacdonaldの本で被約 (Cherednik) と非被約 (野海, Sahi) を統合.

• 少し不備があって, Stokmanが 2011年に修正.
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2.1. Macdonald-Cherednik理論の概要 [2/4]

Macdonald-Cherednik理論の概要: [Macdonald, 2003; Stokman, 2011]

• ある条件を満たすアフィンルート系の組 (S, S′)に適用可.

− Macdonald (1972) の意味でのアフィンルート系. (次頁参照)

• 組 (S, S′)は 3つのクラスに分かれる:

(I) (S, S′) = (S(R), S(R∨)), R: 既約有限ルート系.

(II) S = S′ = S(R)∨, R: 既約有限ルート系.

(III) S = S′:被約でないアフィンルート系, (X,Y )型.

• Macdonald対称多項式 (のAn型版) は (I)または (II)の
S = S′ = S(An)に対応.

• Koornwinder多項式は (III)の (C∨
n ,Cn)型.

22/48



2.1. Macdonald-Cherednik理論の概要 [3/4]

既約アフィンルート系
被約, simply-laced 被約, non-simply-laced

An Bn

Dn B∨
n

E6

Cn

C∨
n

BCn

E7
F4

F∨
4

E8
G2

G∨
2

非被約
(BCn,Cn)

∗
(C∨

n ,BCn)
∗

(B∨
n ,Bn)

∗
(C∨

n ,Cn)
∗ ∗
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2.1. Macdonald-Cherednik理論の概要 [4/4]

アフィンルート系の組 (S, S′)が与えられると, 以下の構成ができる:

• 拡大アフィンWeyl群Wex :=W ⋉ L′

(W は S に由来する有限Weyl群, L′ は S′ 由来の格子)

• 拡大アフィン Hecke環H(Wex).

H(Wex) ↷ C[x±1]: 鏡映・q差分作用素実現 (基本表現).

• q-Dunkl作用素 Yi
⇝ Macdonald作用素 f(Yi) ↷ C[x±1]W . (f ∈ C[Y ±1]W )

• 三角性と同時固有性を持つ C[x±1]W の基底が一意存在.

⇝ Macdonald-Koornwinder多項式 Pλ(x; q, t∗).

− λは “優整ウェイト” L′
+ ⊂ L′ を走る.

− (tパラメータの数) = (アフィンルート系 S のWex 軌道の数).

A,D,E: t; B,C,F,G: tl, ts; BC: tl, tm, ts;

(C∨
1 ,C1): t0, t

∨
0 , t1, t

∨
1 ; (C∨

n ,Cn): t, t0, t
∨
0 , tn, t

∨
n (n ≥ 2).

− (C∨
1 ,C1)型Macdonald-Koornwinder多項式 = Askey-Wilson多項

式は tパラメータを 4個もつ (前述の a, b, c, d).
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2.2. A型の場合 (Macdonald対称多項式) [1/2]

• W =W (An−1) = Sn = 〈s1, . . . , sn−1〉grp: 有限Weyl群
⊂Waff(An−1) := Q⋊W = 〈s0, . . . , sn−1〉grp: アフィンWeyl群

Q :=
∑n−1

i=1 Zαi, αi = εi − εi+1: ルート格子
⊂ Wex = Wex(An−1) := P ⋊W = 〈s0, . . . , sn−1, ω〉grp

P :=
∑n

i=1 Zεi: ウェイト格子
• 拡大アフィンWeyl群Wexの基本関係式

s2i = 1 (i = 0, . . . , n− 1)

sisj = sjsi (|i− j| > 1)

sisjsi = sjsisj (|i− j| = 1)

ωsi = si−1ω (i = 0, . . . , n− 1)

0

1 2 n− 1 n

• Waff = 〈s0, . . . , sn−1〉grp ↷ C(x) = C(x1, . . . , xn),
si : xi ↔ xi+1 (i ≥ 1), s0 : x1 7→ qxn, xn 7→ q−1x.
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2.2. A型の場合 (Macdonald対称多項式) [2/2]

• Demazure-Lusztig作用素 Ti ↷ C(x): 鏡映・q差分作用素.

Ti := t−1/2 1− txαi

1− xαi
si +

t1/2 − t−1/2

1− xαi
(i = 0, . . . , n− 1),

xαi = xεi−εi+1 := xi/xi+1 (i ≥ 1), xα0 = xδxεn−ε1 := qxn/x1.

Ti達と ω̃ := sn−1 · · · s1Tq,x1
は拡大アフィンHecke環H(Wex)を生成.

• H(Wex) ↷ C[x±1]: 拡大アフィン Hecke環の基本表現.

• q-Dunkl作用素 Yi ∈ H(Wex):

Y1 := T1T2 · · ·Tn−1ω̃, Y2 := T2 · · ·Tn−1ω̃T
−1
1 , . . . , Yn := ω̃T−1

1 · · ·T−1
n−1.

中心は Z
(
H(Wex)

)
= C[Y1, . . . , Yn] [J. Bernstein].

• Macdonald-Ruijsenaars作用素D
(r)
x は Yi 達の基本対称式:

D(r)
x =

∑
1≤i1<···<ir≤n

Yi1 · · ·Yir = er(Y ) ↷ C[x±1]Sn .

つまり, H(Wex)の基本表現から A型Macdonald多項式が定まる.
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2.3. (C∨
1 ,C1)型の場合 (Askey-Wilson多項式) [1/4]

(C∨
1 ,C1)型アフィンルート系 S [Macdonald (2003), 6.4–6.6]

• V = Rε, 〈ε, ε〉 = 1: 1次元実 Euclid空間,

F := {V → R | affine-linear} ∼←− V ⊕ R D−→ V , 〈v, ·〉+ r ← [ v + r 7→ v

• F ⊃ S := {±ε+ 1
2r,±2ε+ r | r ∈ Z} 3 a1 := ε, a0 := −ε+ 1

2 .

S ⊃ {±ε+ 1
2
r | r ∈ Z}は C1 型アフィンルート系.

• 〈·, ·〉 on F : 〈a, b〉 := 〈Da,Db〉 for a, b ∈ F .
For a ∈ S, a∨ := 2a/ 〈a, a〉 ∈ S. a∨1 = 2a1, a

∨
0 = 2a0.

S ⊃ {±2ε+ r | r ∈ Z}は C∨
1 型アフィンルート系.

• For a ∈ S, sa : V → V , x 7→ x− a∨(x) ·Da.
Ha := a−1(0) ⊂ V に関する鏡映.

− s1 := sa1 : x 7→ x− a∨1 (x) ·Da1 = x− 2 〈ε, x〉 · ε = −x.
H1 := Ha1 = a−1

1 (0) = {0}に関する鏡映.

− s0 := sa0 : x 7→ x− a∨0 (x) ·Da0 = x− 2(〈−ε, x〉+ 1
2
) · (−ε) = ε− x.

H0 := Ha0 = a−1
0 (0) = { 1

2
ε}に関する鏡映.
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2.3. (C∨
1 ,C1)型の場合 (Askey-Wilson多項式) [2/4]

(C∨
1 ,C1)型アフィンルート系
• S = {±ε+ 1

2
r,±2ε+ r | r ∈ Z} ⊂ F ∼= V ⊕ R,

• a1 = ε, a∨1 = 2a1, a0 = −ε+ 1
2
, a∨0 = 2a0 ∈ S,

s1 = sa1 , s0 = sa0 : V → V , s1(x) = −x, s0(x) = ε−x.
0 1

∗ ∗

S の (拡大)アフィンWeyl群 W̃ = Wex = Waff :

• W̃ := 〈sa (a ∈ S)〉grp ⊂ Isometry(V = Rε, 〈·, ·〉).
• W̃ = 〈s0, s1〉grp ∼=

〈
s0, s1 | s20, s21

〉
grp

.

• W̃ =W ⋉ t(L′), W := 〈s1〉grp ∼= {±1} =W (C1),

t(L′) := {t(λ) : x 7→ x+ λ | λ ∈ L′ = Q∨
C1

= Zε}.
W̃ = 〈s1, t(ε)〉grp, t(ε) = s0s1. s0s1(x) = s0(−x) = ε− (−x) = x+ ε.

W̃ ↷ F : sa(f) = f − 〈a∨, f〉 a. この作用は S ⊂ F を保つ.

• W̃ 軌道分解: S = O1 tO∨
1 tO0 tO∨

0 ,

O1 = ±ε+ Z, O∨
1 = 2O1, O0 = O1 +

1
2
, O∨

0 = 2O0 = O∨
1 + 1.

• ai ∈ Oi, a
∨
i ∈ O∨

i (i = 1, 0)
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2.3. (C∨
1 ,C1)型の場合 (Askey-Wilson多項式) [3/4]

S = {±ε+ 1
2r,±2ε+r | r ∈ Z} 3 a1 = ε, a∨1 = 2a1, a0 = −ε+ 1

2 , a
∨
0 = 2a0.

W̃ =
〈
s0, s1 | s20, s21

〉
grp

= 〈s1, t(ε)〉grp, t(ε) = s0s1.

W̃ ↷ S = O1 tO∨
1 tO0 tO∨

0 , ai ∈ Oi, a
∨
i ∈ O∨

i (i = 1, 0).

K := C(q1/2, τ1, τ0, τ∨1 , τ∨0 ).
各 W̃ 軌道に τ パラメータが対応: τi ↔ Oi, τ

∨
i ↔ O∨

i .

アフィン Hecke環H(W̃ ): K代数, 群環KW̃ の変形.

• 生成元: T1, T0. 群環の s1, s0 に対応.
• 関係式: (Ti − τi)(Ti + τ−1

i ) = 0 (i = 0, 1). 群環の s2i = 1に対応.

定理 [被約ルート系の場合は Bernstein (unpublished); Lusztig, 1989]

中心 Z(H(W̃ )) = K[Y + Y −1], Y := T0T1: q-Dunkl作用素.

Y は群環の t(ε) = s0s1 に対応.
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2.3. (C∨
1 ,C1)型の場合 (Askey-Wilson多項式) [4/4]

K := C(q1/2, τ1, τ0, τ∨1 , τ∨0 ), H(W̃ ) =
〈
T1, T0 | (Ti − τi)(Ti + τ−1

i ) (i = 0, 1)
〉
.

• 定理 [(C∨
n ,Cn)型でも可: 野海, 1995] L′ = Q∨

C1
= Zε, x = eϵ.

H(W̃ )の基本表現 ρq,τ,τ ′ : H(W̃ ) ↪→ EndKA, A := KL′ = K[x±1],

Ti 7−→ bi(xi) + ci(xi)si (i = 1, 0),

x1 := x, x0 := q
1
2 x−1, (s1f)(x) := f(x−1), (s0f)(x) := f(qx−1),

bi(z) :=
1

1− z2
(
(τi − 1/τi) + (τ∨i − 1/τ∨i )z

)
, ci(z) := τi − bi(z).

更にW = 〈s1〉grp ↷ A, s1(x) = x−1; A0 := AW = K[x+ x−1].

• 定理 [(C∨
n ,Cn)型でも可: 野海, 1995] ml = xl + x−l.

A0 の基底 {Pl | l ∈ N}で以下を満たすものが一意存在:

(三角性) Pl = ml + lower, (固有性) (Y + Y −1)Pl = (eigen)Pl.

更に Pl(x) = (l次 Askey-Wilson多項式).

但し (a, b, c, d) = (τ1τ
∨
1 ,−τ1/τ∨1 , q1/2τ0τ∨0 ,−q1/2τ0/τ∨0 ).
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2.4 補足 [1/2]

• 部分ルート系を反映した特殊化図式 [山口航平-Y., 2022]
− q-Askey スキームはアフィンルート
系の話を反映していない · · ·

− (C∨
1 ,C1)アフィンルート系 Sには自

然な部分アフィンルート系があって,

右のようになる.

(各矢印は, 行き先が出発の部分ルー
ト系であることを意味する.)

− これと合的なAskey-Wilson多項式の
パラメータの特殊化をまとめたのが
次頁の表.

(C∨
1 ,C1)

Askey-Wilson

(C∨
1 ,BC1) (BC1,C1)

continuous
q-Jacobi

BC1

A1
O1

A1
O2

Rogers

A1
O3

A1
O4
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2.4. 補足 [2/2]

型 Dynkin図形 Weyl群軌道 tパラメータ
(C∨

1 ,C1)

1 0

∗ ∗
O1 tO∨

1 tO0 tO∨
0 τ1 τ∨1 τ0 τ∨0

Askey-Wilson

(C∨
1 ,BC1)

1 0

∗
O1 tO∨

1 tO0 ts tstl ts ts/tl

(BC1,C1)

1 0

∗
O1 tO∨

1 tO∨
0 t2l tstl 1 ts/tl

cont. q-Jacobi

BC1

1 0
O1 tO∨

0 t2l ts 1 ts

A1
1 0

O1 1 t 1 t

O3 t 1 t 1

Rogers O2 1 t2 1 1

O4 t2 1 1 1
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3. Askey-Wilson代数

1. Macdonald対称多項式と Koornwinder多項式
2. Macdonald-Cherednik理論
3. Askey-Wilson代数 [12頁]

3.1. (C∨
1 ,C1)型 DAHA

3.2. Askey-Wilson代数
3.3. 幾何学的 Riemann-Hilbert対応の量子化
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3.1. (C∨
1 ,C1)型DAHA (二重アフィンHecke環) [1/3]

• K := C(q1/2, τ1, τ ′1, τ0, τ ′0),
H = H(W̃ ) :=

〈
T1, T0 | (Ti − τi)(Ti + τ−1

i ) (i = 0, 1)
〉
K-alg

.

Z(H) = K[Y + Y −1], Y := T0T1: q-Dunkl作用素.

ρq,τ,τ ′ : H ↪→ EndK K[x±1], Ti 7→ bi(xi)si + ci(xi): 基本表現.

• H = 〈T1, Y 〉alg ⊂ EndK K[x±1], K加群としてH ∼= K[T1]⊗K K[Y ±1].

• 二重アフィン Hecke環 H [被約: Cherednik, 1990s; 非被約: Sahi, 1998]

H = H(W̃ ) :=
〈
X±1, T1, Y

〉
alg
⊂ EndK K[x±1]. X := x · −.

− K加群として H ∼= K[X±1]⊗K K[T1]⊗K K[Y ±1].

− Cherednik対合 ω : H(W̃ )→ H(W̃ ): K代数の反準同型, 対合,

ω(X) = Y −1, ω(T1) = T1, ω(Y ) = X−1.

Fourier変換の q 差分類似.

− Hや ωを用いてMacdonald-Koornwinder多項式に関するノルム
予想, 定数項予想や双対性予想などが解決された.
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3.1. (C∨
1 ,C1)型DAHA [2/3]

• K := C(ν, τ1, τ0, τ∨1 , τ∨0 ), ν := q1/2,

H = 〈T1, T0 | (Ti − τi)(Ti + 1/τi) (i = 0, 1)〉K-alg

ρq,τ,τ∨
⊂ EndK K[x±1].

Y := T0T1, H =
〈
X±1, T1, Y

〉
alg

⊂ EndK K[x±1].

• Hは (抽象) 環として次の表示を持つ [A. Oblomkov, 2004]:

− 基礎環: K′ := C[ν±1, τ±1
1 , τ±1

0 , (τ∨1 )±1, (τ∨0 )±1].

− 生成元: T1, T0, T
∨
1 , T

∨
0 .

− 関係式: (Ti − τi)(Ti + 1/τi) = 0 (i = 1, 0),

(T∨
i − τ∨i )(T∨

i + 1/τ∨i ) = 0 (i = 1, 0), T∨
1 T1T0T

∨
0 = 1/ν.

中心は自明: Z(H) = 0.

• X1 := T−1
0 (T∨

1 )−1 + T∨
1 T0, X2 := T∨

1 T1 + νT0T
∨
0 , X3 := νT∨

0 T
∨
1 + qT1T0

で定まるX1, X2, X3 ∈ Hは以下を満たす [M. Mazzocco, 2016]:

[X1, X2]q = qX3 − ν(τ0 τ1 − τ∨0 M), [A,B]q := νAB − ν−1BA,

[X2, X3]q = qX1 − ν(τ1τ∨0 − τ0M), M := (ντ1)
−1T1 − ντ1T−1

1 ,

[X3, X1]q = qX2 − ν(τ∨0 τ0 − τ1M), α := α−α−1, a1, a2, a3, b, c ∈ K′,

νX1X2X3 − qX2
1 −X2

2/q − qX2
3 + a1X1 + a2X2 + a3X3 + b+ cM = 0.
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3.1. (C∨
1 ,C1)型DAHA [3/3]

• H: 生成元 T1, T0, T
∨
1 , T

∨
0 . (ν = q1/2, τ = (τ1, τ0, τ

∨
1 , τ

∨
0 ))

関係式 (Ti − τi)(Ti + 1/τi), (T
∨
i − τ∨i )(T∨

i + 1/τ∨i ), T∨
1 T1T0T

∨
0 − 1/ν.

• 別表示: X1 := T−1
0 (T∨

1 )−1 + T∨
1 T0, X2 := . . ., X3 := . . .,

[X1, X2]q = qX3 − ν(τ0 τ1 − τ∨0 M), etc.,

νX1X2X3 − qX2
1 −X2

2/q − qX2
3 + a1X1 + a2X2 + a3X3 + b+ cM = 0.

• q = 1で考える [Oblomkov, 2004]. K′′ := C[τ±1
1 , τ±1

0 , (τ∨1 )±1, (τ∨0 )±1].

− Hq=1 の中心 Zq=1 はアフィン三次曲面 C(τ)の座標環:

Zq=1 = K′′[X1, X2, X3]/(Rτ ), a′1, a
′
2, a

′
3, b

′ ∈ K′′,

Rτ := X1X2X3 −X2
1 −X2

2 −X2
3 + a′1X1 + a′2X2 + a′3X3 + b′.

Fricke-Kleinの 4次元族と一致.

− Zq=1 は Poisson構造を持つ. Cτ の非特異点でシンプレクティック.

{X2, X1} = X2X1 − 2X3 + a′3,

{X1, X3} = X1X3 − 2X2 + a′2,

{X3, X2} = X3X2 − 2X1 + a′1.

− C(τ)の特異点には ADE特異点のみ現れうる: A1,A2,A3,D4 型.
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3.2. Askey-Wilson代数 [1/6]

(C∨
1 ,C1)型 spherical DAHA SH. [Oblomkov, 2004]

• e := 1+τ1T1

1+τ1
∈ H ⊂ H: 冪等元, e2 = 1.

− K = C(ν = q1/2, τ1, τ0, τ
∨
1 , τ

∨
0 )上.

H = 〈T1, T0, T
∨
1 , T

∨
0 | (Ti − τi)(Ti + 1/τi) = 0, . . .〉K-alg.

− 群環 CW = C 〈s1〉grp ⊂ CW̃ = C 〈s1, s0〉grp の対称化作用素 1+s1
2

.

• SH := eHe ⊂ H: 部分環, eを単位元とする.

− 群環や Hecke環の spherical subalgebraの類似.

• Hや SHの普遍性: q0 ∈ Cが 1の冪根でなければ,

族 {H(q, τ)}q∈C,τ∈C4 は環Dq0 := Cq0 [X
±1, P±1]⋊CW の普遍変形,

族 {SH(q, τ)}q∈C,τ∈C4 はDW
q0 = Cq0 [X

±1, P±1]W の普遍変形.

特に変形空間は 5次元 (=Askey-Wilson多項式のパラメータの数).

− Hochschildコホモロジー HH∗(Dq0=1)が HH1,>2 = 0, HH2 = C5.

− q0 = 1の時は, {(Cτ , {·, ·})}τ∈C4 が
Poisson代数 (DW

q0=1, {X,P} = XP )の普遍 Poisson変形.

37/48



3.2. Askey-Wilson代数 [2/6]

SH (と同型な環) は色々な文脈に現れる.

• Zhedanovの Askey-Wilson代数 [Zhedanov, 1991]

− “量子群”の行列要素として Askey-Wilson多項式を実現する.

− FRST構成 (R行列から量子群を構成, A型) の BC型版 (R行列と K

行列から). R行列に q が, K 行列に 4パラメータがある.

− Terwilligerの表示 (2013) により SHと同型なことが分かる.

• Kauffmanスケイン代数 [Przytycki, 1991; Turaev, 1988] の一種.

− Σ0,n: n-punctured sphere, I := [0, 1], M := σ0,n × I.

− SkA(M): M内の framedかつ unorientedな絡み目が生成する C[A±1]

加群を以下の関係式で割った C[A±1]加群:

= −(A2 +A−2), = A +A−1 .

− 環構造: I 方向に絡み目を積む.

− Sk√
−1q1/2(Σ0,4)/(以下の関係式) ∼= SH. [c.f. 樋上和弘, 2019]

zi =
√
−1(τi − 1/τi), z∨i =

√
−1(τ∨i − 1/τ∨i ) (i = 0, 1).

{4点 } = {z1, z0, z∨1 , z∨0 }.
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3.2. Askey-Wilson代数 [3/6]

• 量子散乱図D0,4. [P. Bousseau, 2023]

− ミラー対称性における散乱図 (scattering diagram): [Gross-Siebert,...]

B: 特異点つき整アフィン多様体
散乱図 D: B の壁 (余次元 1の整アフィン部分空間+冪級数) の集合.

D が整合的 ⇝ 可換代数 AD, テータ函数基底 {ϑcl
p}p∈B(Z),

構造定数は D の “破線” (broken lines) から決まる.

− 団散乱図 ⇝ 団代数の標準基底. [Gross-Hacking-Keel-Kontsevich, 2018]

− q変形版: 量子散乱図D. [Kontsevich-Soibelman, Filippini-Stoppa, ...]

Dが整合的 ⇝ 非可換代数 AD, 量子テータ函数基底 {ϑp}p∈B(Z),

構造定数は Dの量子破線から決まり, qを含む.

− 量子散乱図 ⇝ 量子団代数の標準基底. [Davison-Mandel, 2021, ...]

− Dcl
0,4: 楕円曲線のWeierstrass族のミラー対称性に関する散乱図.

[Gross-Hacking-Keel-Siebert, 2019].
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3.2. Askey-Wilson代数 [4/6]

• 量子散乱図D0,4. [Bousseau, 2023]
− B := R2/ 〈− id〉 ⊃ B0 := B \ {0}.

B = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0}/ ∼, (x, 0) ∼ (−x, 0).
B(Z) := B0(Z) ∪ {0}.

− 係数環 R = Z[q±
1
2 , R1,0, R0,1, R1,1, y]. 0 v1v1

v2v3

σ1,2σ2,3
σ3,1

− 量子射線 (quantum ray) (pρ, fρ):

pρ ∈ B0(Z), primitive; fρ ∈ RJz−pρK, f = 1 mod z−pρ .

− 量子散乱図: D = {ρ = (pρ, fρ) | ρ1 = ρ2 if R≥0pρ1 = R≥0pρ2}.
− (m,n) ∈ B0(Z)に対して ρm,n = (pm,n, fm,n)を, pm,n := (m,n)及び

(m,n) = (1, 0) mod 2 なら fm,n := F (R1,0, R0,1R1,1, y, z−(m,n)),

(m,n) = (0, 1) mod 2 なら fm,n := F (R0,1, R1,0R1,1, y, z−(m,n)),

(m,n) = (1, 1) mod 2 なら fm,n := F (R1,1, R1,0R0,1, y, z−(m,n)).

F 0(r, s, y, x) :=1 +
rx(1 + x2)

(1− q2x2)(1− q−2x2)
+

yx2

(1− q2x2)(1− q−2x2)

+
sx3(1 + sx+ x2)

(1− q2x2)(1− x2)2(1− q−2x2)
∈ Z[r, s, y]JxK

− D0,4 := {ρm,n | (m,n) ∈ B0(Z), gcd(m,n) = 1}.
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3.2. Askey-Wilson代数 [5/6]

• 量子散乱図D0,4 [Bousseau, 2023]

− R = Z[q±
1
2 , R1,0, R0,1, R1,1, y].

− D0,4 は整合的 ⇝
R代数 AD0,4 , 量子テータ函数基底 {ϑp}p∈B(Z).

− AD0,4 は ϑv1 , ϑv2 , ϑv3 で生成され, q 交換子関係
式及び q 三次関係式を満たす (非可換三次曲面).

特に AD0,4 は SHと同型.

0 v1v1

v2v3

σ1,2σ2,3
σ3,1

− Bousseauは更に AD0,4
∼= Sk(Σ0,4) ≈ X q

PGL2,Σ0,4
(量子団代数)

を用いて, 量子双対写像 Î : ASL2,Σ0,4
→ X q

PGL2,Σ0,4
に関する

strong positivity conjectureを肯定的に解決した.

• 同様の話が Σ1,1 (1穴付きトーラス) の場合にも成立.

− AD1,1
は A1 型 spherical DAHA SHA1 と同型.

− 後者に対応する q直交多項式は Rogers多項式.
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3.2. Askey-Wilson代数 [6/6]

補足
• A1 型 DAHA HA1 は (C∨

1 ,C1)型 DAHA Hの部分環.

この埋め込みに対応するのは [山口-Y.]の 4つの特殊化の内の O2.

− 他の特殊化はアフィン Hecke環の埋め込みに対応するが,

DAHAの埋め込みにはならない.

− spherical subalgebra SHAn の n→∞極限が
量子トロイダル代数 gl1.

型 Dynkin 図形 Weyl 群軌道 t パラメータ
(C∨

1 , C1)

1 0

∗ ∗
O1 ⊔O∨

1 ⊔O0 ⊔O∨
0 τ1 τ∨1 τ0 τ∨0Askey-Wilson

A1
1 0

O1 1 t 1 t

O3 t 1 t 1

Rogers O2 1 t2 1 1

O4 t2 1 1 1
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3.3. 幾何的Riemann-Hilbert対応の量子化 [1/2]

• κ ∈ K: 局所指数.

t = (t1, . . . , t4) ∈ T = Conf4(P1): 確定特異点の位置 (PVI(κ)の時間変数).

Mt(κ): P1 上の階数 2, 確定特異点 4つ t ∈ T , 局所指数 κ ∈ Kの安定放物接
続のモジュライ空間 (PVI(κ)の “相空間”).

• a ∈ A: 局所モノドロミー.

Rt(a): モノドロミー表現 ρ : π1(Σ0,4) → SL2(C)のモジュライ空間.

Rt(a) ∼= C(τ): Fricke-Kleinの三次曲面 = AW代数の古典極限 SHq=1.

• RHt,κ : Mt(κ) → Rt(a) ∼= C(τ), ∇ 7→ ρ, a = rh(κ): Riemann-Hilbert対応.

Mt C

K Θ

RH

rh

• 定理 (VI型 Painlevé方程式の幾何学的 Riemann-Hilbert対応)

[稲葉・岩崎・齋藤, 2004-06]

κが “壁”上になければ RHt,κ は双正則 (biholomorphic).

κが “壁”上にあるなら RHt,κ は (解析的) 極小特異点解消.
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3.3. 幾何的Riemann-Hilbert対応の量子化 [2/2]

Askey-Wilson代数の諸研究は RH対応の “量子化”の存在を示唆している:

AW空間? SH

Mt C

? Θ× Cq

K Θ

QRH?

q→1RH

qrh?

q→1

rh

関連しそうなこと: クラス S 理論の非可換 line operator代数:

• クラス S 理論 [D. Gaiotto, 2009–]. Σ: 穴あき Riemann面.

6次元 N = (2, 0) SCFT
Σでコンパクト化−−−−−−−−−→ 4次元 N = 2 SQFT TΣ.

• 4次元 N = 2理論 T ⇝ line operator代数 AT (可換環).

⇝ 非可換変形 Aq
T [Gaiotto-Moore-Neitzke, 2010]

• Aq
TΣ

“ ∼= ”Sk√
−1q1/2(Σ). これを Σ = Σ0,4, Σ1,1 で示したのが [Bousseau].
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ご清聴ありがとうございました.
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