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Hilbertスキーム概説 1日目 (8月 17日) *1

柳田伸太郎 (理学部 A棟 441号室)

yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp

予定

• 1日目 Hilbertスキームの一般論と点の Hilbertスキーム

• 2日目 Macdonaldの positivity conjectureの Haimanによる証明

• 3日目 インスタントン・モジュライ

• 4日目 ADHM構成と枠付き連接層のモジュライ空間

• 5日目 インスタントンの数え上げ

1日目の前提知識

• 圏論の初歩 (MacLaneの前半や Gelfand-Maninの第 2章)

• スキーム論の初歩 (Hartshorneの第 2章)

1 Hilbertスキームの一般論

[FGA]の §2.1, §5.1, §5.5に従う。

1.1 表現可能函手と米田の補題

集合のなす圏を Setsと書く。また圏 Cの反対圏 (opposite category) を Cop と書く。

定義. 圏 Cとその対象 X に対し、函手 hX : Cop → Setsを次のように定める: まず Cの対象 U に対し

hX(U) := HomC(U,X)

と定め、また α ∈ HomCop(U,U ′) = HomC(U
′, U) に対し

hX(α) : hX(U) −→ hX(U ′)

を αとの合成で定義する。

定義. 圏 C上の表現可能函手とは函手 F : Cop → Setsであって、Cのある対象 X に付随した函手 hX と同型な

もののこと。この時 F は X で表現されると言う。

命題 (米田の補題の弱形). Cを圏とする。

(1) 射 f ∈ HomC(X,Y )に対し函手の射 (自然変換) hf : hX → hY を次のように定義できる: Cの対象 U に対し

hf (U) : hX(U) → hY (U)を f との合成とする。

(2) 射 f ∈ HomC(X,Y ) に対し (1)の hf を対応させることで定まる写像

h : HomC(X,Y ) −→ Hom(hX , hY )

は全単射である。

これから次の主張が得られる。

系. 表現可能函手 F : Cop → Setsが対象 X 及び Y で表現されるとする。この時 Cにおける同型 X
∼−→ Y が唯

一存在する。

*1 2017/08/17版, ver. 0.2.
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命題 (米田の補題). X を Cの対象、F : Cop → Setsを函手とする。写像

Hom(hX , F ) −→ F (X), τ 7−→ ξ

を次のように定める: τ : hX → F に対して ξ ∈ F (X)を idX ∈ hX(X)の像とする。

また写像
F (X) −→ Hom(hX , F ), ξ 7−→ τ

を次のように定める: ξ ∈ F (X) が与えられているとして、C の対象 U に対し τU : hX(U) → F (U) を、

f ∈ hX(U) = HomC(U,X) を (F (f))(ξ) ∈ F (U) に写す写像として定める。対応 U 7→ τU から函手の射

τ : hX → F が定まる。

この時、上記の 2つの写像は互いに逆写像になっており、特に次の全単射が存在する。

Hom(hX , F )
∼−−→ F (X).

証明は難しくない。ここでは本質的でないので省略する。

系. 対応 X → hX で定まる函手 C → Hom(Cop, Sets) は Cから表現可能函手のなす部分圏への圏同値を定める。

これを米田埋め込みと呼ぶ。

以下 C と米田埋め込みの像を同一視することにする。そして C の対象 X,U に対し X(U) := hX(U) =

HomC(U,X)と書く。また函手 F : Cop → Setsに対し Hom(X,F ) := Hom(hX , F )と書く。

定義. F : Cop → Setsを函手とする。F の普遍対象とは Cの対象 X と ξ ∈ F (X)の組 (X, ξ)であって、任意の

Cの対象 U と σ ∈ F (U)に対し (F (f))(ξ) = σ となる f ∈ HomC(U,X)が一意に存在するもののことである。

補題 1.1.1. F : Cop → Setsが X で表現される表現可能函手であることと普遍対象 (X, ξ)を持つことは同値。

証明. (X, ξ)が普遍対象であることは ξ に対応する函手の射 hX → F が同型であることを意味する。これと米田

の補題から直ぐに従う。

1.2 Hilbert函手

以下スキーム論に関する基本的な概念は既知とする。可換環 Rと付随するアフィンスキーム Spec(R)を同一視

する。また Pn = Pn
Z を Z上の n次元射影空間とする。

定義. S を局所 Noetherスキームとする。S でパラメトライズされた Pn の部分スキームの族とは部分スキーム

Y ⊂ Pn
S := Pn ×Z S であって S 上平坦であるもののこと。

局所 Noetherスキームの射 f : T → S と、S でパラメトライズされた族 Y ⊂ Pn
S が与えられているとする。こ

の時、引き戻し f∗(Y ) = (id×f)−1(Y ) ⊂ Pn
T は T でパラメトライズされた族である。

定義. 局所 Noetherスキームのなす圏から Setsへの反変函手 HilbPn を次で定義する。

HilbPn(S) := {Y ⊂ Pn
S | Y は S 上平坦 }.

定理 1.2.1. HilbPn は表現可能函手である。その普遍対象を (HilbPn , Z)と書く。

補題 1.1.1を使ってこの定理を言い換えると、局所 Noetherスキーム HilbPn とそれでパラメトライズされる族

Z ⊂ Pn
Z ×HilbPn が存在して、任意の族 Y ⊂ Pn

S に対して射 φY : S → HilbPn が存在し Y ≃ φ∗
Y (Z)となる。
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1.3 Quot函手

以下ではスキーム S 上の層と言ったら OS 加群層のことを意味するものとする。

前副節で考えた局所Noetherスキーム Sでパラメトライズされる族 Y ⊂ Pn
S は、Pn

S 上の連接層の商 OPn
S
↠ OY

であって S 上平坦なものと言い換えられる。そこで次のような HilbPn の一般化が考えられる。

定義. r を正の整数とする。局所 Noether スキーム S でパラメトライズされる O⊕r
Pn の商の族とは、S 上平坦な

Pn
S 上の連接層 Fと OPn

S
線形な全射 q : O⊕r

Pn
S
↠ F の組 (F, q)のことをいう。

S でパラメトライズされる 2つの族 (F, q)と (F′, q′)が同値であるとは、同型 f : F
∼−→ F′ があって fq = q′ と

なることを言う。この同値関係による (F, q)の同値類を ⟨F, q⟩と書く。

補題. f : T → S を局所 Noether スキームの射とする。商 q : O⊕r
Pn
S
↠ F の id×f : Pn

T → Pn
S による引き戻し

f∗(q) : O⊕r
Pn
T
→ f∗(F) は T でパラメトライズされる商の族を定める。更にこの構成は上記の同値関係を保つ。

証明. テンソル積は右完全で平坦性を保つので前半が従う。後半は同値関係の定義から直ちに従う。

定義. 局所 Noetherスキームのなす圏から Setsへの反変函手 Quot⊕rOPn が次で定義できる。

Quot⊕rOPn (S) := {S でパラメトライズされる族の同値類 ⟨F, q⟩}.

定理 1.3.1. Quot⊕rOPn は表現可能。対応する普遍対象を (Quot⊕rOPn
,F)と書く。

前節の定理 1.2.1はこの定理の系である。

1.4 相対化

函手 HilbPn や Quot⊕rOPn は以下のように相対化できる。S を Noether スキームとし、SchS を S 上の局所

Noetherスキームのなす圏とする。

定義. X → S を S 上の有限型スキームとする。EをX 上の連接層とする。T を S 上の局所 Noetherスキームと

する。T でパラメトライズされる Eの商の族とは T 上平坦な XT := X ×S T 上の連接層 F であってそのスキー

ム論的台が T 上固有なものと OXT
線形な全射 q : ET ↠ F の組 (F, q)のことである。但し ET は射影 XT → X

による Eの引き戻し。

二つの族の同値関係も前副節と同様に定義できる。同値類を ⟨F, q⟩と書くと、対応

T 7−→ QuotE/X/S(T ) := {T でパラメトライズされる商の族 }

によって SchS から Sets への反変函手 QuotE/X/S が定義できる。

定義. 函手
QuotE/X/S : Schop

S −→ Sets

をQuot函手と呼ぶ。E = OX の時に
HilbX/S := QuotOX/X/S

と書きこれをHilbert函手と呼ぶ。

前副節までの定義を思い出すと以下のようになっている。

HilbPn = HilbnPn/ SpecZ, Quot⊕rOPn = Quot⊕rOPn/Pn/ SpecZ . (1.1)
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1.5 Hilbert多項式による分解

以下ベクトル束とそれの定める局所自由層を同一視する。特に直線束と可逆層を同一視する。連接層の Hilbert

多項式の定義を思い出そう。

定義. X を体 k 上の有限型スキーム、Lを X 上の直線束とする。F は X 上の連接層であってその台が k 上固有

であるとする。このとき多項式 p(z) ∈ Q[z]があって

p(m) =
∑
i≥0

(−1)i dimk H
i(X,F ⊗ L⊗m)

が任意のm ∈ Zに対して成立する。この p(z)を Fの Lに関するHilbert多項式と呼ぶ。

注意 1.5.1. Fの Hilbert多項式 p(z)の次数は Fの台の次元に等しい。

S を Noetherスキーム、X を S 上有限型な Noetherスキームとする。F を X 上の連接層であってそのスキー

ム論的台が S 上固有なものとする。この時、各閉点 s ∈ S に対し多項式 ps(z) ∈ Q[z] を Fs = F|Xs の Ls = L|Xs

に関する Hilbert多項式として定める。

また Fが S 上平坦なら半連続性定理 (semi-continuity theorem)から函数 s 7→ ps は S 上局所定数である。

以上の議論から函手 QuotE/X/S は次のように直和分解される。

QuotE/X/S =
⨿
p(z)

Quot
p(z),L
E/X/S .

但し Quot
p(z),L
E/X/S は Hilbert多項式が p(z)で表される商からなる QuotE/X/S の部分函手である。

従って、もし QuotE/X/S が表現可能であれば、対応する普遍対象を (QuotE/X/S ,F)と書けば

QuotE/X/S =
⨿

p(z)∈Q[z]

Quot
p(z),L
E/X/S

という分解も得られる。Fのことを QuotE/X/S の普遍族 (universal family)という。

定義. Hilb
p(z),L
X/S := Quot

p(z),L
OX/X/S と定める。また Hilb

p(z),L
Pn := Hilb

p(z),L
Pn/Z と定める。

例. (1) 射影空間 Pn = Pn
Z について

Pn ≃ Quot1,OZ
⊕n+1OZ/Z/Z

となる。実際
Pn
S ≃ {⟨F, q⟩ | q : ⊕n+1OS ↠ F, Fは S 上の可逆層 }.

この同一視のもと、Quot1,OZ
⊕n+1OZ/Z/Z の普遍族は tautologicalな直線束 ⊕n+1OPn → OPn(1)である。

(2) r ≥ d ≥ 1を整数とする。Z上の Grassmann多様体 Grass(r, d)について

Grass(r, d) ≃ Quotd,OZ
⊕rOZ/Z/Z

となる。普遍族は Grass(r, d)の tautologicalなベクトル束 u : ⊕rOGrass(r,d) → U である。rkU = dに注意。

(3) 等式 (1.1)と (1)より Hilb
1,O(1)
Pn ≃ Pn. また pd(z) :=

(
z+d
d

)
∈ Q[z]として

Hilb
pd(z),O(1)
Pn ≃ Grass(n+ 1, d+ 1)

となることが知られている ([FGA, §5.1.5 (3)]参照)。
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1.6 Quotスキームの存在定理

定理 (Grothendieck). S を Noetherスキーム、X を S 上の準射影スキーム、LをX 上の相対的に十分豊富な直

線束とする。この時、任意の X 上の連接層 Eと任意の多項式 p(z) ∈ Q[z]に対し、函手 Quot
p(z),L
E/X/S は S 上の準

射影スキーム Quot
p(z),L
E/X/S で表現される。

これから定理 1.3.1及び定理 1.2.1が従う。

この定理は [FGA, TDTE-IV] で Grothendieck が証明の概要を与え、Altman と Kleiman が [AK80] で

(Noether性の仮定を弱めて) その詳細を与えた。詳しくは [AK80]や [FGA, §§5.2–5.6]を参照。大まかな流れは

• まず X が S 上射影的なスキームの場合は、π : X → S を構造射、V と W を S 上のベクトル束として

X = P(V), L = OP(V )(1), E = π∗(W) の場合に帰着できることを示す。

• Mumford-Castelnuovo 正則性から、十分大きい整数 r をとれば任意の i ≥ 1 と s ∈ S に対し

Hi(X,Es(r)) = 0となる。これから函手の埋め込み Quot
p(z),L
E/X/S ↪→ Grass(W⊗OS

Symr(V), p(r)) を構成

できる。これから射影的な場合は Quot
p(z),L
E/X/S が表現可能であることが従う。射影性は Grassmann多様体

の射影性から従う。

• 準射影的な場合は上記の構成を埋め込みX ↪→ P(V)での閉包X に適用して Quot
p(z),L

E/X/S
を作り、その部分

スキームとして Quot
p(z),L
E/X/S を構成する。

定義. Quot
p(z),L
E/X/S を表現する Quot

p(z),L
E/X/S をQuotスキームと呼ぶ。

また Hilb
p(z),L
X/S を表現する Hilb

p(z),L
X/S をHilbertスキームと呼ぶ。

2 点の Hilbertスキーム

参考文献は [FAG]の 7章。

この節では k を標数 0の代数閉体、X を k 上の準射影スキーム、O(1)を X 上の豊富な直線束とする。以下簡

単のため次のように略記する。
HilbX := HilbX/k, HilbX := HilbX/k .

2.1 点の Hilbertスキームと Hilbert-Chow写像

前節の結果から函手 HilbX は表現可能で、対応する Hilbertスキームは

HilbX =
⨿
p(z)

Hilb
p(z)
X , Hilb

p(z)
X := Hilb

p(z),O(1)
X/k

と多項式 p(z) ∈ Q[z]で分解される。この節では特に p(z) = nの場合を考える。

補題 1.5.1より HilbnX は

dimk H
0(Z,OZ) =

∑
q∈Supp(Z)

dimk OZ,q = n

となる部分スキーム Z ⊂ X をパラメトライズしている。dimH0(Z,OZ)は OZ のそれ自身上の加群としての長

さと一致するので、HilbnX は長さ nの部分スキームをパラメトライズしているとも言える。

定義. 簡単のため n点の Hilbertスキームと n次対称積を次のように書く。

X [n] := HilbnX , X(n) := Xn/Sn.

但し X(n) には被約なスキーム構造を入れておく。
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命題. X が非特異準射影多様体なら、集合論的写像

X [n] −→ X(n), Z 7−→
∑

q∈Supp(Z)

dimk(OZ,q)[q]

はスキームの全射 ρ : X
[n]
red ↠ X(n) に延長される。これをHilbert-Chow写像と言う。

2.2 既約性と非特異性

まず連結性については X の次元によらず次の事実が成立する。

命題. X が連結な代数多様体なら X [n] は連結。

既約性については状況は複雑で、X が 2次元以下の場合なら次のような事実が知られている。

定理. X が非特異既約準射影曲線なら X(n) は非特異かつ既約。そして Hilbert-Chow 写像 ρ : X [n] → X(n) は

同型。

定理 (Forgarty, [F68]). X が非特異既約準射影曲面なら X(n) は非特異かつ既約。そして Hilbert-Chow 写像

ρ : X [n] → X(n) は特異点解消である。

また次の事実も知られている。

定理 (Beauville, [B83]). X が K3曲面もしくは Abel曲面なら X [n] は正則シンプレクティック多様体。

参考文献
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以上です。
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柳田伸太郎 (理学部 A棟 441号室)

yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp

2日目の前提知識

• 対称多項式の初歩、対称群の表現論 (Macdonald [M95]の第 1章)

• (同変)K群

3 Macdonaldの positivity conjecture

3.1 対称多項式の記号

分割の記号

分割 λ = (λ1, . . . , λℓ) = (λ1, . . . , λℓ, 0, 0, · · · ) とは λi ∈ Z≥0 かつ λi ≥ λi+1 なる整数列のこと。

|λ| :=
∑

i λi, ℓ(λ) := λの長さ。∅ := () = (0)も分割とみなす。(1d) := (1, 1, . . . , 1)等と略記する。

また (i, j) ∈ λは 1 ≤ i ≤ ℓ(λ)かつ 1 ≤ j ≤ λi} を意味するものとする。

対称関数環の記号

Λ(n)(x) := Z[x1, . . . , xn]
Sn : n変数対称多項式環。xを省略して Λ(n) とも書く。

Λ := lim←−n
Λ(n): 対称関数環。Λ = ⊕d≥0Λ

d: 対称関数の次数による直和分解。

古典的な対称関数

ed(x) :=
∑

i1<i2<···<id
xi1xi2 · · ·xid ∈ Λd(x): d次基本対称関数。

hd(x) :=
∑

i1≤i2≤···≤id
xi1xi2 · · ·xid ∈ Λd(x): d次完全対称関数。

mλ(x) :=
∑

α:λ の S∞ 軌道 xα ∈ Λ|λ|(x): モノミアル対称関数。m(1d)(x) = ed(x),
∑

|λ|=d mλ(x) = hd(x).

pd(x) :=
∑

i x
d
i ∈ Λd(x): d次冪和対称関数。pd(x) = m(d)(x).

古典的対称関数の基本性質

Λ は {mλ}λ:分割 を基底とする自由 Z 加群。また環として Λ = Z[e1, e2, . . .] = Z[h1, h2, . . .] 及び Λ ⊗ Q =

Q[p1, p2, . . .].

3.2 Macdonald対称関数

F := Q(q, t). Λ⊗ F上の内積を次で定める。

⟨pλ, pµ⟩q,t := δλ,µzλ

ℓ(λ)∏
i=1

1− qλi

1− tλi
, zλ :=

∏
j≥1

mj(λ)! · jmj(λ), mj(λ) := #{i | λi = j}.

但し λ = (λ1, λ2, . . .) に対し pλ := pλ1
pλ2
· · · . また p0 := 1と約束する。

定理 (Macdonald). 各分割 λ に対し次の 2 条件で特徴付けられる Pλ(q, t) ∈ Λ
|λ|
F が一意に存在する。これを

Macdonald対称関数と言う。

Pλ(q, t) ∈ mλ +
∑
µ<λ

Fmµ, ⟨Pλ(q, t), Pµ(q, t)⟩q,t ∝ δλ,µ.

但し λ ≥ µはドミナンス半順序、即ち任意の正の整数 k に対し
∑k

i=1 λi ≥
∑k

i=1 µi.

*1 2017/08/18版, ver. 0.1.
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Macdonald対称関数の諸性質

• {Pλ(q, t)}λ は Λ⊗ Fの F基底。
• Pλ(q, q) = sλ: Schur対称関数。

• Pλ(q, 1) = mλ. Pλ(1, t) = eλ′ . ここで λ′ は λの転置、eµ := eµ1eµ2 · · · .
• 内積値

⟨Pλ(q, t), Pλ(q, t)⟩q,t =
c′λ(q, t)

cλ(q, t)
,

cλ(q, t) :=
∏
□∈λ

(1− qaλ(□)tlλ(□)+1), c′λ(q, t) := cλ′(t, q) =
∏
□∈λ

(1− qaλ(□)+1tlλ(□)).

但し aλ(i, j) := λi − j は arm長、lλ(i, j) := aλ′(j, i) = λ′
j − iは leg長。

•
Qλ(x; q, t) :=

cλ(q, t)

c′λ(q, t)
Pλ(x; q, t)

とすれば ⟨Pλ(q, t), Qµ(q, t)⟩q,t = δλ,µ. つまり {Qλ(q, t)}λ は双対基底。
• 双対性: F代数同型 ωq,t ∈ Aut(Λ⊗ F) を

ωq,t(pn) := pn · (−1)n−1 1− qn

1− tn

で定義すると
ωq,tPλ(q, t) = Qλ′(t, q), ωq,tQλ(q, t) = Pλ′(t, q).

• Cauchy核函数: ∑
λ

Pλ(x; q, t)Qλ(y; q, t) = exp
(∑

n

1

n

1− tn

1− qn
pn(x)pn(y)

)
• 整形式 (integral form) Jλ(x; q, t) := cλ(q, t)Pλ(x; q, t). これは次の性質を満たす。

Jλ(q, t) ∈ Λ⊗ Z[q, t].

3.3 Macdonaldの positivity conjecture

plethysm変換の記号: f(x) ∈ Λ(x)⊗ Fに対して

f [x/(1− t)] := f(x1, x2, . . . , tx1, tx2, . . . , t
2x1, t

2x2, . . .) = f |pn 7→pn/(1−tn).

また f [x(1− t)]をこの逆変換として定義する。つまり

f [x(1− t)] := f |pn 7→pn(1−tn).

Big Schur対称関数 Sλ(x; t) を次で定義する。

Sλ(x; t) := sλ[x(1− t)].

この時 {Sλ(t)}λ は Λ⊗ Fの F基底になる。

定理 3.3.1 (Macdonaldの positivity conjecture). Kλµ(q, t) ∈ Fを

Jµ(x; q, t) =
∑
λ

Kλµ(q, t)Sλ(x; t)

で定義するとKλµ ∈ N[q, t].

これは [M88]でMacdonaldが予想したもの。本 [M95]にも書かれている。今日の目的はこの予想の Haiman

による解決 [H01a]を概説することである。主に Haiman自身による概説 [H01b]に従う。
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3.4 modified Macdonald函数

定義. n(λ) :=
∑

i(i− 1)λi として

H̃λ(x; q, t) := tn(λ)Jλ[x/(1− t−1); q, t−1].

補題. (1) K̃λµ(q, t) ∈ Fを
H̃µ(x; q, t) :=

∑
λ

K̃λµ(q, t)sλ(x)

で定義すると K̃λµ(q, t) = tn(µ)Kλµ(q, t
−1).

証明. H̃λ 及びKλµ の定義と plethysm変換から簡単に確認できる。

命題. (1) H̃λ′(x; q, t) = H̃λ(x; t, q). 特に K̃λµ′(q, t) = K̃λµ(t, q).

(2) H̃λ は以下の 3性質を満たし、また逆にこの 3性質で特徴づけられる。

H̃λ[x(1− q); q, t] ∈ F[sµ | µ ≥ λ], H̃λ[x(1− t); q, t] ∈ F[sµ | µ ≥ λ′], ⟨H̃λ, s(|λ|)[x(1− t)/(1− q)]⟩q,t = 1.

証明. (1) これは Pλ(x; q, t)がMacdonald作用素の固有関数であることの言い換えである固有方程式

∆H̃λ(x; q, t) = H̃λ(x; q, t) · (1− (1− q)(1− t)Bλ(q, t)), Bλ(q, t) :=
∑

(i,j)∈λ

ti−1qj−1

において、作用素 ∆が q, tに関し対称であることと Bλ(q, t) = Bλ′(t, q)から従う。作用素 ∆は [H01b, §3.5.2]
を参照せよ。

(2) [H01b, §3.5]を参照。

3.5 対角余不変式

E = {(p1, q1), . . . , (pn, qn)} ⊂ N× N に対し、2n個の変数 (x1, y1, . . . , xn, yn)の多項式 ∆E(x,y)を

∆E(x,y) := det(x
pj

i y
qj
i )ni,j=1

で定義する。w ∈ Sn の x変数及び y変数への対角作用を考えると

w∆E = sgn(w)∆E .

また |µ| = nなる分割 µに対し

E(µ) := {(p, q) ∈ N× N | 0 ≤ p < ℓ(µ), 0 ≤ q < µp+1}

とし、多項式 ∆µ(x,y)を次式で定義する。

∆µ(x,y) := ∆E(µ)(x,y).

∆µ は二重斉次 (doubly homogeneous)な多項式で、x変数については次数 n(µ), y変数については次数 n(µ′)で

ある。µ = (1n)及び (n)の時はそれぞれ x及び yの Vandermonde行列式になっている。

次に∆µ の導関数全てのなす空間

Dµ := {p(∂x, ∂y)∆µ | p(x,y) ∈ Q[x,y]}

を考える。∆µ が二重斉次なので、空間 Dµ も二重次数付けを持つ。

Dµ = ⊕r,s(Dµ)r,s, (Dµ)r,s := {f(x,y) ∈ Dµ | xに関し r 次、yに関し s次な二重斉次多項式 }.

また ∆µ が交代式なので Dµ は Sn の対角作用で閉じている。そこで以下 Dµ を Sn 表現と思うことにする。
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定理 3.5.1. |λ| = |µ| = nなる任意の分割 λ, µに対し∑
r,s

trqs multµ(Dλ)r,s = K̃λ,µ(q, t).

特に K̃λ,µ(q, t) ∈ N[q, t].

これから Macdonald の positivity conjecture(定理 3.3.1) が従う。定理 3.5.1 の証明は Garsia と Haiman の

n!予想 [GH93, GH96]も関係する。

定理 (n!予想). dimDµ = n!.

3.6 Frobenius級数

定理 3.5.1を言い換えておく。

定義. Sn 表現 V に対し n次対称函数 Φ(V ) ∈ Λ(z)⊗Qを次式で定義する。

Φ(V ) :=
∑
λ

multλ(V )sλ(z).

また二重次数付けのある Sn 表現 D = ⊕r,sDr,s に対し、その Frobenius級数 FD(z; q, t)を次式で定義する。

FD(z; q, t) :=
∑
r,s

trqsΦ(Dr,s)

これで定理 3.5.1は FDµ
(z; q, t) = H̃µ(z; q, t) と言い換えられる。次に Sn 表現 Dµ の別の記述を考える。

命題. Q[x,y]のイデアル Jµ を

Jµ := {p(x,y) ∈ Q[x,y] | p(∂x, ∂y)∆µ = 0}

で定義すると、商環 Q[x,y]/Jµ は二重次数付き Sn 表現として Dµ と同型。

証明. [H01b, §4.1]を参照。

次節で幾何学的なアプローチをとる都合上、係数体を Qから Cに拡大しておく。イデアル Jµ ⊗Q Cを同じ記
号 Jµ で表し、また環 Rµ を

Rµ := C[x,y]/Jµ

と定める。上の命題から、定理 3.5.1は次のように言い換えられる。

FRµ
(z; q, t) = H̃µ(z; q, t).

4 等スペクトル Hilbertスキームと positivity conjecture

4.1 平面上の点の Hilbertスキーム

§2の議論を思い出そう。ここでは全てのスキームは C上のものとする。

C2 上の n点の Hilbertスキーム Hn := HilbnC2 は集合論的には

Hn = {I ⊂ C[x,y] | イデアル, dimC C[x,y]/I = n}

と書ける。また普遍族 Zn ⊂ Hn × C2 について、その I ∈ Hn 上のファイバーはイデアル I に対応する部分ス

キーム S ⊂ C2 で与えられる。
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§2.2で述べた Fogartyの定理から Hn は非特異かつ既約で次元 2nである。また Hilbert-Chow写像 ρ : Hn ↠
SnC2 = (C2)(n) が存在した。

(代数群としての)トーラス T := (C∗)2 ∋ (t, q)を C2 に 2次対角行列 τt,q := diag(t−1, q−1) で線形に作用させ

る。対応する座標環 C[x, y]への作用は次のようになる。

τt,qx = tx, τt,qy = qy.

この作用から Hn への T作用が誘導される。

補題. Hn の T固定点集合は {Iµ | µ : 分割, |µ| = n}. 但し Iµ ∈ Hn は単項式 {xrys | (r, s) /∈ E(µ)} の生成する
C[x, y]のイデアル。

4.2 等スペクトル Hilbertスキーム

定義. 等スペクトル Hilbertスキーム Xn とは次の被約ファイバー積で定義されるスキームのこと。

Xn

ϕ

��

f // C2n

��
Hn ρ

// SnC2

(4.1)

集合論的には Xn は次のように書ける。

Xn = {(I, (x1, y1), . . . , (xn, yn)) | I ∈ HilbnC2 , ρ(I) = [(x1, y1), . . . , (xn, yn)]}.

定理 4.2.1 (Haiman [H01a]). Xn は Cohen-Macaulayかつ Gorenstein. 特に ϕ : Xn → Hn は平坦射。

4.3 positivity conjectureと n!予想の証明

Hilbertスキーム Hn の普遍族 Zn ⊂ Hn × C2 を用いて Hn 上の層 B を

B := π∗OZn

と定義する。但し π : Hn × C2 ↠ Hn は自然な射影。これは局所自由層であり、I ∈ Hn でのファイバーは

C[x, y]/I である。特に階数は n.

また ϕ : Xn → Hn を用いて
P := ϕ∗OXn

とする。定理 4.2.1より P も局所自由層。

ここで前節 §3の最後に定義した環 Rµ を思い出しておく。この時点で n!予想が導出される。

命題. Rµ は P の Iµ におけるファイバー PIµ と同型。特に dimRµ は P の階数、即ち n!に一致する。

positivity conjectureについては次の命題が重要になる。

命題 4.3.1. Sn 加群 Tor
C[x]
i (PIµ ,C) の既約分解に現れる既約表現 Vλ は λ ≤ µ′ を満たす。特に PIµ ≃ Rµ は

Sn 同変な C[x]上の自由分解であって各項の既約分解に現れる既約表現は全て同じ条件を満たす。

これを認めると H̃µ の特徴づけの一つ目の条件

FRµ [(1− t)x; q, t] ∈ Z[q, t][sλ | λ ≥ µ′]

が直ちに従う。xの代わりに y を考えることで二つ目の条件も得られる。三つ目の条件は Sn の自明表現の重複

度が 1であることから従う。これで positivity conjecture (定理 3.5.1) が従う。
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4.4 導来McKay対応

命題 4.3.1の証明には Bridgeland-King-Reidの導来 McKay対応 [BKR01]を用いる。この節での状況にその

結果を適用すると次のようになる。

定理. 図式 (4.1) から定義される導来函手の合成

Φ := Rf∗ ◦ ϕ∗ : D(Hn) −→ DSn(C2n)

は圏同値。但し D(X)は X 上の連接層の有界導来圏、DG(X)は X 上の G同変連接層の有界導来圏。

命題 4.3.1の証明の説明はしない。その代わり、K群における具体的な公式を一つ書いておく。

Φは同変 K群の同型
ΦK : K0

T(Hn)
∼−−→ K0

Sn×T(C2n)

を誘導する。これら同変 K群はともに

K0
T(pt) = Z[q, t, q−1, t−1]

上の加群である。

K0
Sn×T(C2n)は自由 Z[q, t, q−1, t−1]加群で、自由 C[x,y]加群の族 {V λ ⊗ C[x,y]}λ を基底とする。各 V λ ⊗

C[x,y]の Frobenius級数は
FV λ⊗C[x,y](z; q, t) = sλ[z/(1− q)(1− t)]

と計算できる。但し V λ は |λ| = nなる分割 λ に付随した Sn の既約表現。

K0
Sn×T(C2n)から対称函数環の n次成分 Λn

F への写像を

F : K0
Sn×T(C2n) −→ Λn

F , [V ] 7−→ FV (z; q, t)

で定義するとこれは単射である。

命題. [Iµ] ∈ K0
T(Hn)を skyscraper層 kIµ の K群でのクラスとすると

F ◦ ΦK([Iµ]) = H̃µ(z; q, t).
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予定

• 3日目: 枠付き連接層のモジュライ空間とインスタントン・モジュライ空間

• 4日目: Nekrasov分配関数 (中島・吉岡による定義)

• 5日目: GL(1)版 AGT対応 (Heisenberg Fock表現の中島構成)

5 枠付き連接層のモジュライ空間

前回までと同様に、単にスキーム X 上の層といったら OX 加群層のことを意味するものと約束する。

5.1 ベクトル束のモジュライ問題と安定性

§2で扱った Hilbert函手 HilbnX と Hilbertスキーム HilbnX の関係を復習しよう。X を体 k 上の準射影スキー

ムとする。X 上の n点の Hilbertスキーム HilbnX は函手

HilbnX : (k 上有限型スキーム)op −→ Sets, S 7−→ {Y ⊂ X ×k S | S 上平坦な長さ nの閉部分スキーム }

を表現するスキームであった。特に S = Spec(k) = ptとして

HilbnX ≃ HilbnX(pt) = {Y ⊂ X | 長さ nの閉部分スキーム }

と思える。

このように Hilbertスキームは部分多様体のモジュライ空間であるが、この節で扱うのはベクトル束ないし連接

層のモジュライ空間である。§2 で Quot スキームはある種の連接層のモジュライ空間と思えるものであったが、

ここではまずもっと素朴なモジュライ問題から考えることにする。

次のような函手を考えよう。

VectrX : (k 上有限型スキーム)op −→ Sets, S 7−→ {X ×k S 上の階数 r のベクトル束で S 上平坦 }.

但し射 f : X → Y に対し Vectr(f)は引き戻し f∗ で定める。また §2と同様に、ベクトル束とは代数的ベクトル
束 (Zariski位相に関する自明化をもつベクトル束)のことで、ベクトル束とそれに付随する局所自由な連接層とを

常に同一視する。この時

事実. 函手 VectrX は (スキームで)表現可能ではない。

証明の概略は次の通り: スキームで表現可能ならばVectrX(pt)の任意の点、即ちX 上のベクトル束の自己同型

は自明にならなければならないが、それは一般には起こりえない。

そこで「X 上の全てのベクトル束」を考えるのではなく、適当な条件を満たすベクトル束のみを考える、という

のが安定性の導入の動機である。やや不正確だが、安定層のモジュライ空間の存在定理は次のような主張である。

事実. 任意の多項式 P ∈ Q[z]に対し函手

S 7→ {X × S 上の安定な連接層であって S 上平坦かつ Hilbert多項式が P}

はスキームで余表現可能。

余表現可能性や安定性の正確な定義については標準的なテキスト [HL10]を参照されたい。

*1 2017/09/19版, ver. 0.2.
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5.2 捩じれのない層

スキーム X 上の捩じれのない層 (torsion free sheaf) E とは各 x ∈ X での茎 (stalk) Ex が torsion free

Ox-module であるような層のことであった。

F∨ := HomX(F,OX)で層 Fの双対を書くことにする。自然な射 F → F∨∨ が存在する。

補題 5.2.1. X が体上の滑らかな曲面だとし、EをX 上の捩じれのない連接層とする。この時、自然な射 E → E∨∨

は単射で、E∨∨ は局所自由。更に余核 C := E∨∨/E, 即ち層の短完全系列

0 → E → E∨∨ → C → 0

における Cの台の次元は 0である。

証明. 可換環論の標準的な教科書にある知識で示せる。例えば [HL10, Example 1.1.16]を参照せよ。

つまり「曲面上の捩じれのない層は有限個の点 Supp(C)の上を除いてベクトル束と思える」ということである。

5.3 枠付き連接層のモジュライ空間

以下簡単のため C上で考える。P2 = CP2 の斉次座標を [X : Y : Z]と書く。また無限遠直線 ℓ∞ ⊂ P2 を

ℓ∞ := {[X : Y : 0]} ⊂ P2

で定める。P2 上の枠付き連接層とは次式の (E,Φ)のことを言う。

M (r, n) :=

{
(E,Φ)

∣∣∣∣∣ E : 捩じれのない連接層, ℓ∞ の近傍で局所自由, rk(E) = r, c2(E) = n

Φ : E|ℓ∞
∼−→ O⊕r

ℓ∞

}/
∼ .

但し c2(E) = nでは同型 H4(P2) ≃ Zを用いている。Φのことを Eの枠 (framing)と呼ぶ。枠の存在から Chern

類について
c1(E) = 0.

初日や §5.1と同様に集合M (r, n)に付随した函手M(r, n)を考えることができる。実は

事実 (Huybrechts-Lehn [HL95]*2). 函手M(r, n)はスキームで表現可能。

特に対応するスキームが存在するが、それを集合と同じ記号 M (r, n)で表す。言い換えると、集合 M (r, n)に

はスキームの構造が入る、ということである。

定義. スキームM (r, n)を階数 r, c2 = nの P2 上の枠付き連接層のモジュライ空間と呼ぶ。

ここで補題 5.2.1から直ぐに分かることを注記しておく。

補題. 次のスキームの同型が存在する。
M (1, n)

∼−−→ HilbnC2 .

証明. rk(E∨∨) = rk(E) = 1と c1(E
∨∨) = c1(E) = 0より局所自由層 E∨∨ は OP2 と同型。ここで対応

E 7−→ C = E∨∨/E

を考える。c2(C) = c2(E) = nより Cは長さ nの 0次元層。また Eは ℓ∞ の近傍で局所自由だったから

Supp(E∨∨/E) ⊂ P2 \ ℓ∞ = C2.

以上より E 7→ Cは射M (1, n) → HilbnC2 を定める。逆の対応も同様に作れて同型が従う。

*2 一般の射影的代数曲面とその上の曲線に関する安定対のモジュライ問題に関して証明されている。
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5.4 モナド構成

定理 5.4.1 (Barth [B]). 次のようなスキームの同型が存在する。

M (r, n) ≃

{
(B1, B2, i, j)

∣∣∣∣∣ [B1, B2] + ij = 0,
̸ ∃S ⊊ V s.t. Bα(S) ⊂ S, Im i ⊂ S

}/
GL(V ).

但し V = Cn, W = Crかつ (B1, B2, i, j) ∈ End(V )×2×Hom(W,V )×Hom(V,W ). また g ∈ GL(V ) = GLn(C)
の作用は次で定まる。

g · (B1, B2, i, j) = (gB1g
−1, gB2g

−1, gi, jg−1).

この定理をここではM(r, n)の ADHM descriptionと呼ぶことにしよう*3。右辺に表れている 2番目の条

件は (B1, B2, i, j)に関する安定性条件と呼ばれる。

ここでは定理の同型射について写像としての記述だけを説明しよう。

以下 O := OP2 と略記する。また標準的な記号だが O(1) を超平面の定める P2 上の直線束とし、O(n) :=

O(1)⊗O · · · ⊗O O(1), 及び P2 上の層 Fに対し F(n) := F ⊗O O(n)とする。

Qを Euler完全列 (Euler sequence)*4

0 → O(−1) → O⊕3 → Q → 0

で定義する。Qは局所自由層である。

(E,Φ) ∈ M (r, n)に対して

V := H1(P2,E(−2)), V ′ := H1(P2,E(−1)), W̃ := H1(P2,E(−1)⊗ Q∨)

とする。実は dimV = dimV ′ = c2(E) = n, dim W̃ = rk(E) + 2c2(E) = r + 2nとなり、更に複体

V ⊗k O(−1)
a−−→ W̃ ⊗k O

b−−→ V ′ ⊗k O(1) (5.1)

があって aは単射、bは全射、Ker b/ Im a ≃ Eである*5。つまり考えている層 Eをベクトル束からなる複体に置

き換えることができる。更にこの複体を ℓ∞ に制限してできる

V ⊕ V
(aX ,aY )−−−−−→ W̃

(bXbY )−−−→ V ′ ⊕ V ′

*3 これは標準的ではない用語である。本来 ADHM 構成と呼ばれるのは V,W を Hermete 空間としたもので、モジュライ空間も超
Kähler商として構成される。

*4 本来は 0 → OPn → O(1)
⊕(n+1)
Pn → TPn → 0 のことを言う。つまり Q = T(−1).

*5 [N, §2.1] 及び [OSS, Chap. II, §§3.1–3.2] を参照。次元の計算に関して概略を述べよう。まず対角線 ∆ ⊂ P2 × P2 に関する
Beilinsonスペクトル系列から

Hq(P2,E(−p)) = 0 (p = 1, 2, q = 0, 2), Hq(P2,E(−1)⊗ Q∨) = 0 (q = 0, 2)

が言える。すると Hirzebruch-Riemann-Rochから F = E(−p)及び E(−1)⊗ Q∨ について

dimH1(P2,F) = −χ(P2,F) =

∫
ch(F) tdP2 .

以下 H ∈ H2(P2) を超平面因子、K = −3H を標準因子、ϱ ∈ H4(P2) を [P2] ∈ H4(P2) の Poincaré双対とする。H4(P2) = Zϱ
及び H2 = ϱ ∈ H4(P2)に注意する。Todd類は

tdP2 = 1 + c1(P2)/2 + χ(OP2 ) = 1−K/2 + [P2]

と表せる。Chern標数は c1(E) = 0から

　 ch(E) = r − c2(E) = r − nϱ, 　 ch(E(−p)) = ch(E) · e−pH = r − prH + (p2/2− n)ϱ

及び
ch(Q) = ch(O⊕3)− ch(O(−1)) = 2 +H − ϱ/2, ch(E(−1)⊗ Q∨) = ch(E(−1)) · (2−H − ϱ/2)

と計算できる。あとは上記の Riemann-Rochに代入すれば結論を得る。
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から
W̃ ≃ V ⊕ V ⊕W, W := Ker bX ∩Ker bY

が分かる。実はW ≃ H0(ℓ∞,Ker b|ℓ∞) が成立する。ba = 0より bXaY = −bY aX だが、これでもって V ≃ V ′

とみなす。すると dim W̃ = 2r + nから決まる自然なブロック化で

aX =

− idV
0
0

 , aY =

 0
− idV
0

 , bX =
(
0 − idV 0

)
, bY =

(
idV 0 0

)
と書けることが分かる。また ba = 0を C2 = P2|Z ̸=0 上で考えれば

aZ =

B1

B2

j

 , bZ =
(
−B2 B1 i

)
, [B1, B2] + ij = 0

と書けることも分かる。以上より複体 (5.1)は

V ⊗ O(−1)

a=

(
ZB1−X
ZB2−Y

Zj

)
−−−−−−−−−−−→

V ⊗ O

⊕
V ⊗ O

⊕
W ⊗ O

b=(−(ZB2−Y ) ZB1−X Zi )−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ V ⊗ O(1)

と書き直せる。特に C2 = P2 \ ℓ∞ 上では非斉次座標 (x, y) = (X/Z, Y/Z)を使って

V ⊗ OC2

(
B1−x
B2−y

j

)
−−−−−−−−→

V ⊗ OC2

⊕
V ⊗ OC2

⊕
W ⊗ OC2

(−(B2−y) B1−x i )−−−−−−−−−−−−−−→ V ⊗ OC2

となる。最後に bが全射であることと (B1, B2, i, j)に関する安定性条件が同値であることが分かる ([N, Lemma

2.7])。これで定理 5.4.1の同型射の写像としての記述が完成したことになる。

定理 5.4.1から次の結果が比較的簡単に従う。

命題. M (r, n)は次元 2rnの非特異代数多様体。

5.5 インスタントン・モジュライ空間

これまで考えてきたM (r,N)と R4 上の U(r)インスタントンのモジュライ空間との関係を簡単に述べておく。

ここでの記述は [NY, §2]に従っている。[N, Remark 3.51, Exercise 3.53]も参照されたい。

M
reg
0 (r, n)を S4 = C2 ∪ {∞}上の枠付き instantonのモジュライ空間とする。[D]により同相写像

M
reg
0 (r, n) ≃

{
(V,Φ)

∣∣∣∣∣ V : P2 上のベクトル束, rk(V) = r, c2(V) = n

Φ : V|ℓ∞
∼−→ O⊕r

ℓ∞

}/
∼ .

がある。M0(r, n) を M
reg
0 (r, n) の Uhlenbeck コンパクト化、ないし ideal instanton のモジュライ空間とする。

これは集合論的には

M0(r, n) =

n⊔
n′=0

M
reg
0 (r, n′)× Sn−n′

C2

と書ける。[DK, §3.4]と [N, §3.2]より同相写像

M0(r, n) ≃ {(B1, B2, i, j) | [B1, B2] + ij = 0} //GLn(C) (5.2)

が存在する。但し X // Gはアフィン商を表す。即ち代数群 Gが代数多様体 X に作用している状況では (C上の
範疇なら) X // G := Spec(C[X]G)で与えられる。特に X // Gはアフィン代数多様体。M0(r, n)の場合、その開
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部分多様体 M
reg
0 (r, n)は閉軌道 GLn(C) · (B1, B2, i, j)であって安定化群が自明なもので構成されている。これ

以降M0(r, n)は (5.2)でスキームとみなすことにする。

ADHMデータ (B1, B2, i, j)に対しその GLn(C)軌道を考えることで自然な射

π : M (r, n) −→ M0(r, n)

ができる。これは射影的である。枠付き連接層 (E,Φ) ∈ M (r, n) を使ってこの射を書くと

π(E,Φ) =
(
(E∨∨,Φ),Supp(E∨∨/E)

)
∈ M

reg
0 ×Sn−n′

C2

となる。
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Hilbertスキーム概説 4日目 (9月 20日) *1

柳田伸太郎 (理学部 A棟 441号室)

yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp

予定

• 4日目: Nekrasov分配関数 (中島・吉岡による定義)

• 5日目: GL(1)版 AGT対応 (Heisenberg Fock表現の中島構成)

6 Nekrasov分配関数

6.1 トーラス作用

前回に引き続き P2 = CP2 上の枠付き連接層のモジュライ空間を考える。フォントを変えて

M(r, n) :=

{
(E,Φ)

∣∣∣∣∣ E : 捩じれのない連接層, ℓ∞ の近傍で局所自由, rk(E) = r, c2(E) = n

Φ : E|ℓ∞
∼−→ O⊕r

ℓ∞

}/
∼ .

と書くことにする。framing Φは無限遠直線 ℓ∞ := {[X : Y : 0]} ⊂ P2 上の自明化であった。

M(r, n)には r + 2次元トーラス
T := C∗ × C∗ × T

が自然に作用する。但し
T := {対角行列 } ⊂ GLr(C)

は GLr(C)の極大トーラス。まず (t1, t2) ∈ C∗ × C∗ に対し

Ft1,t2 : [X : Y : Z] 7−→ [t1X : t2Y : Z]

を考えることで C∗ × C∗ は底空間 P2 に作用する。また diag(e1 . . . , er) ∈ T に対し

Ge1,...,er : O⊕r
ℓ∞

∋ (s1, . . . , sr) 7−→ (e1s1, . . . , ersr) ∈ O⊕r
ℓ∞

を考えることで T の O⊕r
ℓ∞
への作用が定まる。これらを組み合わせて

Φ′ : (F−1
t1,t2)

∗E|ℓ∞
(F−1

t1,t2
)∗Φ

−−−−−−−→ (F−1
t1,t2)

∗Or
ℓ∞

∼−−→ Or
ℓ∞

Ge1,...,er−−−−−−→ O⊕r
ℓ∞

と定める。但し 2番目は Ft1,t2 の定める同型。これらを用いて

(t1, t2, e1, . . . , er) · (E,Φ) :=
(
(F−1

t1,t2)
∗E,Φ′)

とすると Tの作用が定まる。
同様にM0(r, n)にも Tが作用し、π : M(r, n) → M0(r, n)は T同変である。

命題 ([NY05, Lemma 2.8]). 上記の T作用は ADHMデータでは次のように書ける。

(B1, B2, i, j) 7−→ (t1B1, t2B2, ie
−1, t1t2ej)

証明. モナド構成に現れる複体において T作用を書き下していけば得られる。

これから比較的容易に得られる結論として

*1 2017/09/19版, ver. 0.2.
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命題 6.1.1 ([NY05, Proposition 2.9]). (1) T作用による固定点集合M(r, n)T は次のように書ける。

M(r, n)T =

{
(⊕r

α=1IZα ,Φ)

∣∣∣∣∣ Zα: C2 = P2 \ ℓ∞ の原点に台を持つ 0次元部分スキーム
Φ(IZα

|ℓ∞) ⊂ (O⊕r
ℓ∞
の α番目の因子)

}
但し IZ は部分スキーム Z のイデアル層。

(2) M0(r, n)の T固定点は n[0] ∈ SnC2 ⊂ M0(r, n)のみ。即ち

M0(r, n)
T = {n[0]}.

特にM(r.n)の T固定点は

P (r, n) :=
{−→
λ = (λ(1), . . . , λ(r))

∣∣分割の r 組, |λ(1)|+ · · ·+ |λ(r)| = n
}

でラベル付けすることができる。これ以降、
−→
λ ∈ P (r, n)に対応する T固定点 (E,Φ) ∈ M(r, n)を同じ記号

−→
λ

で表す。

Tは可換群だからその既約加群は 1次元表現

T ∋ (t1, t2, e1, . . . , er) 7−→ eα (α = 1, . . . , r),

T ∋ (t1, t2, e1, . . . , er) 7−→ ti (i = 1, 2)

で尽くされる。同じことを表現環の言葉で言い直すと、上記の加群を eα 及び ti と書けば

Rep(T) ≃ Z[t±1
1 , t±1

2 , e±1
1 , . . . , e±1

r ]. (6.1)

T 固定点
−→
λ における M(r, n) の接平面 T−→

λ
M(r, n) は自然に T 加群である。従って Rep(T) の元と思えば

t±1
i , e±1

α の多項式で書けるはずである。結果は

命題 6.1.2 ([NY05, Theorem 2.11]). 同型 (6.1)のもとで

T−→
λ
M(r, n) =

r∑
α,β

Nα,β(t1, t2),

Nα,β(t1, t2) := e−1
α eβ

{ ∑
□∈λ(α)

t
−ℓβ(□)
1 t

aα(□)+1
2 +

∑
■∈λ(α)

t
ℓα(■)+1
1 t

−aβ(■)
2

}
.

但し aα(□)は分割 λ(α) に関する □の arm長、ℓα(□)は leg長である。

証明. モナド構成の複体と ADHMデータの対応 (§5.4を参照) から複体への T作用が書き下せる。これから接空
間での Tウェイトが計算できる。

6.2 局所化定理

以下簡単のためM = M(r, n)及びM0 = M0(r, n)と略記し、同型 (6.1)に関して次のような記号を用いる。

R := Z[t±1
1 , t±1

2 , e±1
1 , . . . , e±1

r ], Frac(R) = Q(t1, t2, e1, . . . , er).

そして Rep(T)加群 V に対しその係数拡大 Vloc を

Vloc := V ⊗Rep(T) Frac(Rep(T))

で定める。同型 (6.1)を用いて以下では Vloc を次のような係数拡大とみなす。

Vloc = V ⊗R Frac(R).

KT(M) 及び KT(M0) をM 及びM0 の T 同変 K 群とする。これらは KT(pt) = Rep(T) 上の加群である。
ι : MT ↪→ Mを T固定点集合の埋め込み写像とする。命題 6.1.1(1)よりMT = {

−→
λ } ≃ P (r, n) であったから

KT(MT) ≃
⊕

−→
λ∈P (r,n)

KT(pt) =
⊕

−→
λ∈P (r,n)

R.

Thomasonによる Atiyah-Bott型局所化定理 [T92]をMに適用して、次の主張が得られる。
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補題 6.2.1. ιによる順像 ι∗ : KT(MT) → KT(M) から局所化によって同型

ι∗ : KT(MT)loc
∼−−→ KT(M)loc

が定まる。更にその逆写像は次で与えられる。

ι−1
∗ =

⊕
−→
λ∈P (r,n)

1∧
−1 T

∗−→
λ
M

ι∗−→
λ
.

但し ι−→
λ
:
−→
λ ↪→ M は T固定点

−→
λ の埋め込み写像。また Rep(T)加群 V に対し

∧
−1 V :=

∑
i≥0(−1)i

∧i
V .

次にKT(M)とKT(M0) の関係について説明する。まず命題 6.1.1(2)より

KT(M0) = KT(pt) = R.

また局所化定理をM0 に適用すると、ι0 : MT
0 ↪→ M0 を埋め込み写像として

ι0∗ : KT(MT
0 )loc

∼−−→ KT(M0)loc.

一方 π : M → M0 から次の順像写像が存在する。

π∗ : KT(M) −→ KT(M0).

補題 6.2.2. 次の Frac(R)加群の図式は可換。

KT(M)loc
∼

(ι∗)
−1

//

π∗

��

⊕
−→
λ∈P (r,d)

Frac(R)

∑
−→
λ

��
KT(M0)loc

∼

(ι0∗)
−1

// Frac(R)

次に (ι0∗)
−1 を明示化しよう。M0 の固定点 n[0]は特異点だから ιと違って局所化定理は使えない。

補題 6.2.3.
(ι0∗)

−1 = ch .

ここで chは次のように定義される。まず X∗(T)を Tの指標群とし、T加群 V の指標を

chT(V ) :=
∑

µ∈X∗(T)

(dimVµ)e
µ

で定義する。もちろん各ウェイト空間 Vµ は有限次元だと仮定している。M0 上の T同変連接層 F について T加
群 H0(M0,F)の各ウェイト空間は有限次元であることが示せる ([NY05, Lemma 4.2])。そこで

ch(F) := chT(H
0(M0,F))

と定める。これから T同変 K群からの写像

ch : KT(M0) −→ (X∗(T))∗ ≃ Rep(T ) = R

が定まる。ch ◦ι0∗ = idが確認できて、補題 6.2.3が従う。

命題 6.2.4 ([NY05, Proposition 4.1]). M上の T同変連接層 E (もしくはKT(M)の元 E) について∑
i≥0

(−1)i chT
(
Hi(M(r, n),E)

)
=

∑
−→
λ∈P (r,n)

1∧
−1 T

∗−→
λ
M

ι∗−→
λ
(E).

証明. 補題 6.2.1, 6.2.2から (ι0∗)
−1π∗(E)は結論の右辺と等しい。一方 Riπ∗EはM0 上の T同変連接層であり、

基底変換定理より ch(Riπ∗F) = chT H
i(M(r, n),F). すると補題 6.2.3から (ι0∗)

−1π∗(E)が結論の左辺に等しい

ことが分かる。
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6.3 ホモロジー的 Nekrasov分配関数

ホモロジー的 Nekrasov分配関数を定義するために同変 Borel-Mooreホモロジー群を導入しよう。以下 C上の
代数多様体を考えることにする。

代数群 Gの作用を持つ代数多様体 X に対し、Q係数 G同変 Borel-Mooreホモロジー群 HG
∗ (X)を

HG
n (X) := H lf

n−2 dimG+2dimU (X ×G U,Q)

で定義する。但し U は G の分類空間 EG → BG の有限次元近似。つまり U は G 作用を持つ非特異多様体で

あって、G → U/Gが主 G束であり、更に i = 1, . . . , nに対して Hi(U,Q) = 0となるものである。右辺の H lf
∗

は Borel-Mooreホモロジー群である。この定義では

HG
n (X) = 0 (n > 2 dimX), [X] ∈ HG

2 dimX(X)

となるように次数付けしてある。但し [X]は基本類。

通常の同変ホモロジーと同様に HG
∗ (X)は H∗

G(pt)加群である。また Lie(G)を代数群 Gの Lie代数とすると、

H∗
G(pt)は線形双対 Lie(G)∗ 上の対称代数と同型である。

引き続き略記号 M = M(r, n) を用いる。上の議論から HT
∗ (M) は対称代数 S(Lie(T)∗) 上の加群である。

t1, t2, e1, . . . , er に対応する Lie(T)の生成元を ε1, ε2,
−→a とすれば

S(Lie(T)∗) ≃ S := Z[ε1, ε2,−→a ]

なので、以下では HT
∗ (M)を S 加群とみなす。また前副節と同様に S 加群 V の係数拡大 Vloc を次で定める。

Vloc := V ⊗S Frac(S)

前副節の局所化定理 (補題 6.2.1)と補題 6.2.2はともに同変ホモロジーでも成立する。特に次の結果が従う。

命題. 次の Frac(S)加群の図式は可換。

HT
∗ (M)loc

∼

(ι∗)
−1

//

π∗

��

⊕
−→
λ∈P (r,d)

Frac(S)

∑
−→
λ

��
HT

∗ (M0)loc
∼

(ι0∗)
−1

// Frac(S)

更に α ∈ HT
∗ (M)loc に対し

(ι0∗)
−1π∗(α) =

∑
−→
λ

ι∗−→
λ
(α)

e(T−→
λ
M)

.

但し右辺分母の eは T同変 Euler類。

右辺は Nekrasovが導入した分配関数と (形式的に)一致しているので、[NY05]では次を Nekrasov分配関数の

定義としている。

定義. ホモロジー的分配関数を次式で定義する。

Z(ε1, ε2,
−→a ; q) :=

∑
n≥0

qn(ι0∗)
−1π∗[M(r, n)].

お馴染みの式を思い出しておくと

補題.

Z(ε1, ε2,
−→a ; q) =

∑
n≥0

qn
∑

−→
λ∈P (r,n)

1

e(T−→
λ
M(r, n))

=
∑
−→
λ

q|
−→
λ |∏r

α,β=1 n
−→
λ
α,β(ε1, ε2,

−→a )
.
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但し aα := aλ(α) , ℓα := ℓλ(α) として

n
−→
λ
α,β(ε1, ε2,

−→a ) :=
∏

□∈λ(α)

(
−ℓβ(□)ε1 + (aα(□) + 1)ε2 + aβ − aα

) ∏
■∈λ(β)

(
(ℓα(■) + 1)ε1 − aβ(■)ε2 + aβ − aα

)
.

証明. 簡単のため T−→
λ
:= T−→

λ
M(r, n)と書く。同変 Euler類は

e(T−→
λ
) = lim

ℏ→0
ℏ−2nr∧

−1T
∗−→
λ

と計算できる。但し右辺で R = Z[t1, t2, e1, . . . , er]の各変数を

ti = e−ℏεi , eα = e−ℏaα

としている。あとは命題 6.1.2を使って直ちに計算できる。

特に階数 r = 1, 即ち Hilbertスキームの場合は Nekrasov因子は

n
−→
λ
α,β(ε1, ε2,

−→a ) = nλ(ε1, ε2) =
∏
□∈λ

(
−ℓλ(□)ε1 + (aλ(□) + 1)ε2

)(
(ℓλ(□) + 1)ε1 − aλ(□)ε2

)
だけとなって

Zr=1 =
∑
λ

q|λ|∏
□∈λ

(
−ℓβ(□)ε1 + (aα(□) + 1)ε2

)(
(ℓλ(□) + 1)ε1 − aλ(□)ε2

) .
よく知られている ([NY05, §4])ように

Zr=1 = exp
( q

ε1ε2

)
である。

参考文献

[NY05] H. Nakajima, K. Yoshioka, Instanton counting on blowup. I. 4-dimensional pure gauge theory, Invent.

math. 162, 313–355 (2005).

[T92] R. Thomason, Une formule de Lefschetz en K-théorie équivariante algébrique, Duke Math. J. 68,

447–462 (1992).

以上です。
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3日目の前提知識

• Heisenberg代数とその Fock表現

7 GL(1)-AGT対応

7.1 Heisenberg代数と Fock表現

{bn | n ∈ Z}を生成元とし
[bm, bn] = mδm+n,0b0

を定義関係式とする Q上の Heisenberg Lie代数 h′ を考える。これは deg(bn) = nとすることで Z次数付き Lie

代数になる。

各 h ∈ Qに対し h′ の表現 Fh が

Fh = Q[p1, p2, . . .], bn 7−→


n ∂

∂pn
(n > 0)

h id (n = 0)

p−n (n < 0)

で定まる。これを h′ の Fock表現と呼ぶのであった。h ̸= 0なら Fh は既約である。また Fh も自然な次数付け

Fh =
⊕

n∈Z≥0

Fn
h , deg pn = n

を持ち、それでもって次数付き Lie代数としての表現になる。また反傾形式 (contragredient form)、即ち双線形

型式 ⟨·, ·⟩ : Fh × Fh 7−→ Q であって

⟨1, 1⟩ = 1, ⟨uv,w⟩ = ⟨v, uw⟩ (u ∈ h′, v, w ∈ Fh)

を満たすものが一意に存在する。

ここで Heisenberg Fock表現のWhittakerベクトルに関して簡単に復習しよう。

補題. xを不定元とする。Fh の (次数付けに関する完備化の)元

w(x) := exp(xp1) =
∑
n≥0

xn p
n
1

n!

について

b1w(x) = xw(x), b>1w(x) = 0, w(0) = 1 ∈ F 0
h , (7.1)

⟨w(x), w(x)⟩ = exp(x2). (7.2)

この補題は簡単な計算で確認できる。(7.1)を満たす元は Fh のWhittakerベクトルと呼ばれる。補題とは逆

に、条件 (7.1)から w(x)が一意的に exp(xp1)に定まることも簡単に分かる。

*1 2017/09/22版, ver. 0.4.
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7.2 主張

Nekrasov分配関数
Z(ε1, ε2,

−→a ; q) :=
∑
n≥0

qn(ι0∗)
−1π∗[M(r, n)]

の階数 r = 1の場合、つまり Hilbertスキーム HilbnC2 ≃ M(1, n)の場合は

Zr=1 =
∑
λ

q|λ|∏
□∈λ

(
−ℓλ(□)ε1 + (aλ(□) + 1)ε2

)(
(ℓλ(□) + 1)ε1 − aλ(□)ε2

) = exp
( q

ε1ε2

)
(7.3)

となることを思い出す。(7.2)と (7.3)はどちらも指数関数で一致しているが、これは偶然ではない。

次の定義では Borel-Mooreホモロジー群を用いるが、その概説は §7.3で与える。

定義. h′ を H∗(C2)で拡大した Lie superalgebraを hで表す。正確には、H∗ で Q係数のホモロジー群を表し、
H lf

∗ で Q係数の Borel-Mooreホモロジー群を表すことにして、hの生成元は

bn(µ)
(
n ∈ Z>0, µ ∈ H lf

∗ (C2)
)
, b−n(ν)

(
n ∈ Z>0, ν ∈ H∗(C2)

)
, b0.

パリティに関して、b±n(µ)は deg(µ) (mod 2)で、b0 は evenで定める。そして定義関係式を以下で与える。

[bm(µ), bn(ν)] = (−1)m−1mδm+n,0⟨µ, ν⟩C2b0, [bn(ν), b0] = 0.

ここで ⟨µ, ν⟩C2 :=
∫
C2 µ ∩ ν は交叉形式。

hの Fock表現も自然に定義できる。最高ウェイトが hの Fock表現を Fh と書くことにする。

定理 7.2.1. (1) 同変ホモロジー群の直和

H :=
⊕
n≥0

HT
∗ (HilbnC2)loc

は hの作用を持ち、h表現としての同型

φ : H ∼−−→ F1 ⊗Q Q(ε1, ε2)

がある。但し ε1, ε2 は前回 §6の同一視 S(Lie(T)∗) = Z[ε1, ε2] で現れた同変パラメータ。
(2) φは H上の交叉形式 ⟨·, ·⟩Hilb と F1 上の ⟨·, ·⟩について内積空間の同型になる。
(3) 更に φのもとで基本類の直和の完備化はWhittakerベクトルに写る。∑

n≥0

qn/2φ
(
[HilbnC2 ]

)
= w

(
(q/ε1ε2)

1/2
)
.

注意. (1) 元来 [N97, G]で述べられていたのは定理 7.2.1(1), (2)の非同変版である。

(2) ここで述べた同変版の (1), (2)は [N96]や [LQW]で扱われている。特に Hの固定点基底 {[
−→
λ ]}が φによっ

て Jack 対称函数のなす基底 {Pλ(β)} に写ることが示されている。但し Jack 対称函数のパラメータ β は ε1/ε2

又は ε2/ε1 で、この choiceは内積空間の同型 F1
∼−→ Λ = (対称函数の空間) の取り方に依存する。

(3) 定理 7.2.1(3)は AGT対応が認識されてから主張されるようになった。形式和 f :=
∑

n≥0 q
n/2[HilbnC2 ] を考

えると、定理 7.2.1(2)と (3)から
⟨f, f⟩Hilb = ⟨w,w⟩.

但し w = w
(
(q/ε1ε2)

1/2
)
. 左辺の交叉形式を書き直すと

∑
n≥0 q

n(ι0∗)
−1π∗[M(r, n)], つまり Nekrasov分配函数

Zr=1 となる。よって U(1)の (物質場なし)AGT対応が得られる。

(Nekrasov分配函数) Zr=1 = (hのWhittakerベクトルのノルム) ⟨w,w⟩.
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7.3 convolution algebra

定理 7.2.1 の Heisenberg 代数は HilbnC2 の convolution algebra を考えることで構成される。convolution

algebraの一般論は (K群版で書いてあるが) [CG]を参照のこと。ここではホモロジー版が必要になる。

まず Borel-Mooreホモロジーについて [N99, §8.2]に従って説明する。暫く可微分多様体の範疇で考えよう。局
所コンパクト空間 S に対してH lf

∗ (S)で Q係数の Borel-Mooreホモロジー群を表す。つまりH lf
∗ は局所有限な特

異チェインで定義されるホモロジーである。通常のホモロジーを H∗ で表すと、S の 1点コンパクト化 S につい

て H lf
∗ ≃ H∗(S, {∞})となる。また n次元の向き付けられた可微分多様体M に対して、Poincaré双対性

H lf
i (M) ≃ Hn−i(M), Hi(M) ≃ Hn−i

c (M) (7.4)

が成立する。

M1,M2 を向きづけられた可微分多様体、Z ⊂ M1 ×M2 を部分多様体であって射影 Z → M2 が固有なものと

する。Z の基本類は

[Z] ∈ HdimR Z(M1 ×M2,M1 × {∞}) ≃
⊕

i+j=dimR Z

Hi(M1)⊗H lf
j (M2)

≃
⊕
j

Hom(Hj(M2),HdimR Z−d2+j(M1))

を定める。但し d2 := dimR M2 で、最後の同型は Poincaré双対性 (7.4)を使った。写像として書くと

[Z] : Hj(M2) −→ Hj+dimR Z−d2
(M1), c 7−→ p1∗(p

∗
2(c) ∩ [Z]).

但し pi : M1 ×M2 → Mi は射影。このようにホモロジー群に作用する作用素と見なした時の [Z]を correspon-

denceと呼ぶ。

2つのサイクル Z ⊂ M1 ×M2, Z
′ ⊂ M2 ×M3 がある場合は、correspondenceの合成 [Z ′] ◦ [Z]について

[Z ′] ◦ [Z] = p13∗
(
p∗12[Z] ∩ p∗23([Z

′])
)

となることが分かる。但し pij は射影 M1 × M2 × M3 → Mi × Mj . これを [Z] と [Z ′] の対合積と呼ぶ。特に

M1 = M2 = M3 の場合は correspondence達が対合積を積とする代数をなし、更に H∗(M)に作用することが分

かる。この代数を convolution algebraと呼ぶ。

7.4 nested Hilbert schemeによる correspondence

以下暫く X = C2 と書く*2。X 上の点の Hilbertスキーム X [n] = HilbnX は多項式環 C[X,Y ]のイデアルの集

合 {I ⊂ C[X,Y ] | dimC[X,Y ]/I = n} と同一視できた。

定義. k ∈ Z>0 に対し

Nk :=
⨿
n

{(J1, J2, x) ∈ X [n−k] ×X [n] ×X | J1 ⊂ J2, Supp(J1/J2) = {x}}

と定める。k ∈ Z<0 に対しては J1 と J2 を入れ替えた式で Nk を定義する。

Nk ないし Nk ∩ (X [n−k] ×X [n] ×X)は nested Hilbert schemeと呼ばれる。

補題. 各 Nk ∩ (X [n−k] ×X [n] ×X)は次元 2n− k + 1の非特異代数多様体。

この主張のうち次元の計算は [N99, §8.3 (8.11)]の前後に説明がある。既約性は [L, §3.3]に詳しい。非特異性
は (実は Heisenberg代数の構成には不要だが) [C]で証明されている。

*2 [N99, §8.3]にあるように任意の準射影曲面 X に対して同じ議論が通用する。
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Heisenberg代数 hの構成のアイデアは「§7.3の議論をM =
⨿

n X
[n] 及び Z = Nk に適用する」というもので

ある。但し hが H∗(X) = H∗(C2) で拡大されていることを考慮して次のように変更を加える。

k ∈ Z>0, µ ∈ H lf
∗ (X)及び µ ∈ H∗(X)に対して

Nk[µ] := ϖ12∗(ϖ
∗
3µ ∩ [Nk]), N−k[ν] := ϖ12∗(ϖ

∗
3ν ∩ [N−k])

と定める。但し

ϖ12 :
⨿
n

(X [n−k] ×X[n]×X) −→
⨿
n

(X [n−k] ×X[n]), ϖ3 :
⨿
n

(X [n−k] ×X[n]×X) −→ X

はそれぞれ自然な射影である。

定理 ([N97, G]). [·, ·]を super bracketとして

[Nm[µ], Nn[ν]] = (−1)m−1mδm+n⟨µ, ν⟩X id .

但し Nm[µ]のパリティは degµ (mod 2)で定める。

以上の議論ではホモロジー H∗ の代わりに同変ホモロジー HG
∗ を考えることもできる。すると定理 7.2.1(1)の

h作用が得られる。
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以上です。


