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Abstract. 頂点 Poisson 代数は頂点代数のある種の古典類似である。本稿ではその変形問題を支配する dg Lie 環を導入する。
その為に operad 上の代数に関する dg Lie 環の構成と chiral 代数の概念を簡単に説明する。

1. 頂点 Poisson代数と変形量子化

頂点代数の古典近似として頂点 Poisson代数が得られることを復習し、その逆として頂点 Poisson代数の変形量子化
を考えたい。C上で話をする。また Homや Endは断らない限り C上の線形写像を表す。

1.1. 頂点Poisson代数. 頂点 Poisson代数の定義の説明から始める（詳しくは [FBZ04, Chap. 16]を参照）。頂点代数は
[FBZ04, Chap. 1]に従い (V, |0⟩ , T, Y )で表す。
まず頂点 Lie代数とは
• 線形空間 L
• T ∈ End(L)
• 各 A ∈ Lについて Y−(A, z) =

∑
n≥0A(n)z

−n−1 ∈ End(L)⊗ z−1C[[z−1]] を対応させる Y−(−, z)
からなる三つ組 (L, T, Y−)で以下の条件を満たすものである。

(1) Y−(TA, z) = ∂zY−(A, z)
(2) Y−(A, z)B = (ezTY−(B,−z)A)−
(3) [A(m), Y−(B,w)] =

∑
n≥0

(
m
n

)
(wm−nY−(A(n)B,w))−

但し 2番目の条件では級数 f(z) =
∑

n∈Z fnzn に対し f(z)− :=
∑

n<0 fnz
n とする記号を使った。

頂点 Lie代数は次の主張が成立するように定義されている: 頂点代数 (V, |0⟩ , T, Y )に対し (V, T, Y−)を

Y−(A, z) := Y (A, z)−

で定義すると、(V, T, Y−)は頂点 Lie代数である。
頂点代数 (V, |0⟩ , T, Y )が可換であるとは任意の A,B ∈ V に対し [Y (A, z), Y (B,w)] = 0となることであった。可換

な頂点代数 (V, |0⟩ , T, Y )は |0⟩を単位元、T を微分とする可換代数 (V, ◦)と同値であることが知られている （[FBZ04,
Chap. 1]を参照）。ここで積 ◦と Y は以下のように関係している。

A ◦B = A(−1)B; Y (A, z)B = ezTA ◦B.

頂点 Poisson代数とは以下を満たす四つ組 (V, |0⟩ , T, Y+, Y−)である。
(1) (V, |0⟩ , T, Y+)は可換頂点代数
(2) (V, T, Y−)は頂点 Lie代数
(3) Y−(A, z)の（zの級数と見た時の）各係数は Y+ から誘導される可換微分代数 (V, ◦, T )の導分
頂点代数から頂点 Poisson代数を構成する自然な方法を紹介する。(V ℏ, Y ℏ)を C[[ℏ]]上の平坦な頂点代数の族であっ

て V 0 := V ℏ/ℏV ℏ が Y 0 := Y ℏ (mod ℏ)に関して C上の可換頂点代数であるとする。すると V 0 には

Y−(A, z) :=
1
ℏY

ℏ(A, z)− (mod ℏ),

で頂点 Poisson代数の構造が入る（但し A ∈ V ℏ は A ∈ V 0 の持ち上げ）。本稿ではこの構成を古典極限と呼ぶ。
古典極限で得られる頂点 Poisson代数の例を二つあげる（詳しくは [FBZ04, Chap. 16]を参照）。gを有限次元半単純

Lie環とする。
(1) 一つ目はアフィン頂点代数 VK(g)の古典極限

V∞(g) := VK(g)/K−1VK(g)

である。ここでK はレベルを形式的変数にしたものであり、VK(g)は C[K±1]上定義されてるものとみなす。こ
の頂点 Poisson代数は穴あき円盤D×上の自明G束上の接続の空間上の Poisson構造を記述しているものと思え
る（Gは gに対応する Lie群）。

(2) 二つ目の例は gとその正則な冪単元 ereg に対応するW 代数WK(g, ereg)の古典極限

W∞(g) :=WK(g, ereg)/K
−1WK(g, ereg)

である。これは operの空間の Poisson代数を記述しているものと思える。
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1.2. 変形量子化. 古典極限による頂点Poisson代数の構成の逆を考えよう。与えられた頂点Poisson代数 (V 0, |0⟩ , T, Y+, Y−)
に対し C[[ℏ]]上平坦な頂点代数 (V ℏ, |0⟩ , T, Y ℏ)であって

Y = Y+ + ℏY− + ℏ2Y2 + · · · .

となるものの分類問題を考えたい。
この問題は（通常の）Poisson 代数の変形量子化の問題とよく似ている。変形量子化とは与えられた Poisson 代数

(A, ◦, { })に対し結合代数 (A, ∗)であって

a ∗ b = a ◦ b+ ℏ{a, b}+ ℏ2α2(a, b) + · · · =
∑
n≥0

ℏnαn(a, b)
(
αn ∈ Hom(A⊗2, A)

)
となるものであった。
変形量子化と dg Lie環の関係についてここで復習しよう (詳しくは例えば [K03, §1, §3]を参照)。
与えられた Poisson代数 (A, ◦, { })に二つの変形量子化 (A, ∗1)と (A, ∗2)が与えられたとする。これらが同値であると

は φ =
∑

n≥0 ℏnφn ∈ End(A)[[ℏ]] があって t φ(a ∗1 b) = φ(a) ∗2 φ(b) が任意の a, b ∈ Aについて成立することであった。
変形量子化の同値類は Hochschild 複体 C•(A,A) = (⊕n≥0C

n(A,A), d), と Hochschild コホモロジー H•(A,A) で記
述される。C•(A,A)の定義は

Cn(A,A) := Hom(A⊗n, A),(1.1)

df(a0, . . . , an) := a0 ◦ f(a1, . . . , an) +
n∑

i=1

(−1)if(a0, . . . , (ai−1 ◦ ai), . . . , an) + (−1)n+1f(a0, . . . , an−1) ◦ an.

であった。H•(A,A)はこの複体のコホモロジーである。(A, ◦, { , })の変形量子化について次の事実が成立する。
• 変形量子化の同値類はH2(A,A)の元とみなせる。
• Gerstenhaber括弧 [ , ]′ を

1
2 [αi, αj ]

′(a, b, c) := αi(αj(a, b), c)− αi(a, αj(b, c)),

で定義すると、∗の結合則は次のように書ける。

(1.2) dαm +
1

2

∑
i+j=m

[αi, αj ]
′ = 0.

これらの性質は dg Lie 環の言葉で簡潔に表現できる。まず結合則と同値な関係式 (1.2)は次のMaurer-Cartan方程
式に書き換えられる。

(1.3) dα+ [α, α] = 0, α =
∑
n

αn ∈ g1

ここで [ , ]は以下のように定義される。

[α, β] := α ◦ β − (−1)|α|·|β|β ◦ α,

(α ◦ β)(a0, . . . , a|α|+|β|) :=

|α|∑
r=0

(−1)r|β|α(a0, . . . , ar−1, β(ar, . . . , ar+|β|), ar+|β|+1, . . . , a|α|+|β|).

この括弧によって Hochschild複体は dg Lie環 g = (C•(A;A), [ ], d) の構造を持つ。次数付けは次の通り。

g = ⊕n≥−1g
n, gn := Cn+1(A,A) = Hom(A⊗(n+1), A).

従って Poisson代数 (A, ◦, { })の変形量子化の分類問題は dg Lie 環 g = (C•(A;A), [ ], d)のMaurer-Cartan方程式の
解 α =

∑
n≥0 αn であって α0 = ◦かつ α1 = { }となるものの分類問題に帰着される。

1.3. dg Lie環と変形問題. 頂点 Poisson代数の変形問題に戻ると、付随する dg Lie環は何かという問題が生じる。これ
についてヒントになる既存の結果が二つある。

• operad 1の理論によると任意の Koszul operad Pについて P上の代数の変形問題を支配する dg Lie環が構成さ
れている。
• Beilinsonと Drinfeldの chiral代数の理論によると頂点代数や頂点 Poisson代数は operadによる定式化がある。

次章と次次章でこれらの概念を簡単に説明する。

2. operad

この節で operadについて簡単に解説する（詳しくは [LV12, Chap. 5–6]を参照）。以下Sn で n次対称群を記す。

1 数学辞典第 4 版によると operad はオペラードと訳すのですが、本稿では英語のままにします。
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2.1. 諸定義. S加群とは右Sn 加群M(n)の列M = {M(n)}n≥0 である。S加群M をM = ⊕n≥0M(n)とも書くこと
にする。例として単位S加群

I := 0⊕ C⊕ 0⊕ 0⊕ · · ·

がある。S加群の射とはSn 加群準同型の列のことである。
二つのS加群M とN について新たなS加群M ◦N を次のように定義する。

M ◦N := ⊕n≥0M(n)⊗Sn N
⊗n.

ここでSn はN⊗n に因子の置換で左作用している。
operad とは

• S加群 P = ⊕n≥0P(n) （P(n)を n項演算子2の空間と呼ぶ)
• S加群の射 γ : P ◦ P→ P （合成写像と呼ぶ）
• S加群の射 η : I → P （単位写像と呼ぶ）

からなる三つ組

P = (P, γ, η)

であってある条件を満たすもののことである（公理は省略する）。operadの射とはS加群の射であって γ や ηと整合的
なもののことである。

operadは代数構造を引数の対称性に関して抽出したものと思える。代表的な例である結合環、可換環、Lie環の operad
をそれぞれ Assoc、Comおよび Lieで表す。Pでこれらの例を表すことにすると、それぞれ結合積、可換積、Lie括弧
に対応した 2引数操作 µ ∈ P(2) がある。
他の例として線形空間 V 上の自己準同型 operad EndV がある。S加群としては

(2.1) EndV := ⊕n≥0 EndV (n), EndV (n) := HomC(V
⊗n, V )

であり、合成写像 γ は自己準同型の合成、単位写像 ηは単位写像 idV から自然に定義される。
operad Pと線形空間 V について、V が P代数であるとは operadの射

P −→ EndV

が与えられていることを言う。P = Assoc, Com, Lieの場合、P代数はそれぞれ結合、可換、Lie代数に他ならない。
最後に双対概念である cooperadについて触れる。これはS加群 C、分解写像 ∆ : C→ C◦Cおよび余単位写像 ε : C→ I

からなる三つ組

C = (C,∆, ε)

である条件を満たすもののことである（公理は省略）。

2.2. Koszul operad. 任意のS加群Eに対し free operad と呼ばれる operad F(E)が構成できる（定義は [LV12, Chap.
5]を参照）。free operadは重みと呼ばれる次数付け F(E) = ⊕d≥0F(E)(d) を持つ。双対概念である free cooperad Fc(E)
も定義できる。

quadratic data とはS加群 E とS部分加群 R ⊂ F(E)(2) からなる対 (E,R)のことである。このような対に関して、
商空間

P(E,R) := F(E)/(R)

は自然に operadの構造をもち、(E,R)の quadratic operad と呼ばれる。Assoc、Comおよび Lieが標準的な例である。
双対概念である quadratic cooperad C(E,R) も定義できる。
これまで説明してきた operadの諸概念は自然に dg 版に拡張できる。例えば dg S加群M は右 Sn 作用を持つ複体

M(n)の列である。同様にして dg (co)operad、自己準同型の dg (co)operad、dg free (co)operad が定義できる。
sで複体のシフト.

(sM)p =Mp−1

を表すことにする。quadratic operad P = P(E,R)の Koszul dual cooperad を

Pc! := C(sE, s2R)

と定義する。free operad F(E)の重みから Pc! 上の次数付けが誘導される。
Koszul operad とは quadratic operad であってある性質を満たすもののことである。詳しい定義は省略する。同値な

定義がいくつかあるが、ここでは「自然な射影 ΩPc! ↠ Pが擬同型である」だけ挙げることにする。ここで ΩPc!は Pの
cobar resolutionと呼ばれる複体である。Assoc、Comおよび Lieは Koszulである。

2n-ary operation を n 項演算子と訳しました。
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2.3. convolution dg Lie 環. ここでは Lodayと Valletteによる重要な結果を紹介する（詳しくは [LV12, Chap. 6]を
参照）。

事実 2.1 ([LV12, Chap. 6]). Pを Koszul operad、V を線形空間とする。線形空間

g ≡ gP,V ≡ HomS(Pc!,EndV ) := ⊕n≥0 HomSn(P
c!(n),EndV (n))

は自然な dg Lie環の構造 (g, [ , ], ∂)を持つ。

gP,V を convolution dg Lie 環と呼ぶ。複体としての次数付け g = ⊕ng
n と Pc! 上の重みから誘導される次数付け

g = ⊕d≥0g
(d) があることに注意する。

ここでMaurer-Cartan方程式 (1.3) を思い出そう。任意の dg Lie環 gに対してMaurer-Cartan方程式が定義できる。
そこで次のような解空間を考える。

Tw(g) := {Maurer-Cartan方程式の gn=−1 での解 }.

事実 2.2 ([LV12, Proposition 10.1.4]). Koszul operad Pと線形空間 V について次の自然な全単射がある。

{ V 上の P代数の構造 } 1:1←−−→ MC(gP,V ) := {重み d = 1の Tw(gP,V )の元 }.

MC(gP,V )の元 µが与えられると、twistした dg Lie環

gµP,V := (Hom(Pc!,EndV ), [ ], ∂
µ := ∂ + [µ,−]).

が定義できる。これは P代数構造 µの変形をパラメトライズする。

MC(gµP,V )
1:1←−−→ {P代数構造であって µを変形したもの }.

例えば P = Assocなら µ ∈ MC(gAssoc,V ) は V 上の結合積に対応し、gµAssoc,V は A = (V, µ)に関する Hochschild複体
(1.1)に一致する。

3. chiral代数と coisson代数

BeilinsonとDrinfeldによる chiral代数の理論 [BD04] はD加群の圏上のある operadを使って頂点代数の理論を幾何
学的に再構成したものである。また彼らは頂点 Poisson代数に対応する operadも導入している。これらについてこの節
で簡単に説明する。

3.1. chiral代数. chiral代数とは何かを簡単に説明しよう。X を非特異代数曲線、M(X)を右 DX 加群（OX 加群とし
て準連接なもののみ考える）のなす圏とする。n ∈ Z≥1 について∆(n) : X ↪−→ Xn を対角埋め込み、

j(n) : U (n) := {(xi) ∈ Xn | xi ̸= xj (∀ i ̸= j)} ↪−→ Xn

を対角因子の complementとする。
M ∈M(X)に対しS加群 EndchM = ⊕n End

ch
M (n)を

EndchM (n) := HomM(Xn)(j
(n)
∗ j(n) ∗M⊠n,∆

(n)
∗ M)

で定義する（線形空間 V に付随した自己準同型 operad EndV (2.1) を参照）。[BD04, Chap. 3]により EndchM は operad
の構造をもつ。これをM 上の chiral operad と呼ぶことにしよう。
M ∈M(X)上の（単位元なしの）chiral代数の構造とは operadの射

φ : Lie −→ EndchM

のことである。µLie ∈ Lie(2)を Lie括弧に対応した元とし、その像 φ(µLie) ∈ EndchM (2)を chiral括弧と呼ぶことにする。
ここで chiral代数と頂点代数の関係を復習しよう。頂点代数 V = (V, |0⟩ , T, Y )から非特異曲線X 上の局所自由層 V

が定義できる（[FBZ04, Chap. 5]を参照）。もし V が準共形3なら Vには左DX 加群の構造が入る。

Y2 : j
(2)
∗ j(2)∗V⊠2 −→ ∆

(2)
∗ (V)

で Y から誘導される左D加群の射を記す。これは局所的には

Y2
x(f(z, w)A⊠B) = f(z, w)Y (A, z − w)B (mod V [[z, w]])

で与えられる。ωX でX 上の標準層を記すと、左DX 加群M に対し

Mr :=M ⊗OX
ωX

は自然な右DX 加群の構造を持つ。

事実 3.1 ([BD04], [FBZ04, Chap. 19]). 準共形頂点代数 V について、右DX 加群 Vr := V⊗ ωX は chiral代数の構造を
持つ。chiral括弧 µ ∈ EndchVr (2)は µ = (Y2)r で与えられる。

3quasi-conformal を準共形と訳しました。
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3.2. coisson 代数. 頂点代数に対応する operad が chiral operad であったのと同様に、頂点 Poisson 代数に対応する
operadも存在する。M ∈M(X)に対しS加群 EndcM を

EndcM (n) = ⊕S∈Q([n]) End
c
M (n)S , EndcM (n)S := HomM(XS)(M

⊠S ,∆
(S)
∗ M)⊗ (⊗t∈SLie(|π−1

S (t)|)).

で定義する。ここでQ([n])は集合 [n] = {1, . . . , n}からの全射 πS : [n] −↠ Sの同値類のなす集合であり、∆(S) : X ↪→ XS

は対角埋め込みである。[BD04, §2.6]により EndcM は operadの構造を持つ。それを compound operad と呼ぶことにする。
M ∈M(X)上の coisson代数の構造とは operadの射

Lie −→ EndcM

のことである。事実 3.1と同様に、頂点 Poisson代数 V から構成できる曲線X 上の局所自由層は coisson代数の構造を
持つ。

coisson代数と chiral代数の関係を簡単に説明しよう。EndchM にはあるフィルトレーション

EndchM (n) =W 0 ⊃W−1 ⊃ · · · ⊃W−n ⊃W−n−1 = 0

があって、その associated gradedについて operadの埋め込み

(3.1) grW EndchM ↪−→ EndcM .

が存在する。フィルトレーションW • の定義は省略するが、ωX の Cousin複体から定まるものとだけ説明しておく。
埋め込み (3.1)から次のことが従う: C[[t]]上平坦な chiral代数の族 At に対し、A0 := At/tAt は coisson代数の構造

を持つ。事実 3.1とその Poisson版から、§1.1で説明した古典極限で準共形頂点代数から頂点 Poisson代数を構成する方
法はこの coisson極限と同値である。

注意. BeilinsonとDrinfeldは pseudo tensor categoryの言葉を使って諸概念を定義していて、本稿の “chiral operad”や
“coisson operad”は筆者が名付けたものである。pseudo tensor categoryとは colored operadと同値の概念で、category
に「n個の射の合成」のデータを付け加えたものである。対象が一つである pseudo tensor category が通常の operadに
他ならない。

4. chiral dg Lie 環

前々節で operad上の代数の変形を記述する convolution dg Lie環を紹介したが、少しだけその議論に手を加えるこ
とで、その構成を前節の chiral代数の文脈に適用することができる。それで得られる dg Lie環が本稿の主目標に他なら
ない。
前節と同様、X を非特異代数曲線とする。

4.1. chiral dg Lie 環の定義. 事実 2.1と同様に次のような dg Lie環を構成することができる。

命題 4.1. M を右DX 加群とする。S加群

gchM := HomS(Liec!,EndchM )

は (gchM , [ ], ∂ = 0)となる dg Lie 環の構造をもつ。

この dg Lie環について事実 2.2と同様の主張が成立する。

命題. 右DX 加群M に対し次の全単射が存在する。

{M 上の chiral代数の構造 } 1:1←−−→ MC(gchM ).

§2.3での議論と同様に、α ∈ MC(gchM )が与えられると dg Lie 環 gchM を twistすることができる。

定義 4.2. α ∈ MC(gchM )に対し、以下の dg Lie環を chiral dg Lie環と呼ぶことにする。

gch,αM := (gchM , [ ], ∂α), ∂α := ∂ + [α,−] = [α,−].

chiral代数の変形問題は次のように述べられる。

命題. α ∈ MC(gchM )について

{M 上の chiral代数の構造で αの変形であるもの } 1:1←−−→ MC(gch,αM ).

coisson代数についても同様の議論が成立する。即ちS加群

gcM := Hom(Liec!,EndcM ).

に dg Lie環の構造が入る。右DX 加群M 上の coisson代数の構造とMC(gcM )の元が一対一に対応する。α ∈ MC(gcM )
による twist gc,αM を coisson dg Lie環と呼ぶことにする。
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4.2. 変形問題. §3.2での coisson代数の議論から、operadの射の列

EndchM −↠ grEndchM ↪−→ EndcM

が得られる。[Y16]の主結果は次の通りである。

定理 4.3. 上記の列から dg Lie環の射
gchM −→ gcM

が誘導され、それは次のMaurer-Cartan方程式の解空間の間の写像を定める。

ψ : MC(gchM ) −→ MC(gcM ).

注意. 通常の変形量子化の問題（§1.2を参照）ではこのようなMaurer-Cartan方程式の解空間の間の写像の構成が難し
い問題であった。それについて少し復習することにする。

Poisson代数 (A, ◦, { })の変形問題に付随する dg Lie環は
∧•

A Der(A)とその上の Gerstenhaber括弧で与えられる。
複体の記述に関しては Hochschild-Kostant-Rosenberg擬同型 f :

∧•
A Der(A)

∼−→ H(C•(A,A)) が存在する。難しいポイ
ントは f から誘導される線形写像 f̂ :

∧•
A Der(A)→ C•(A,A) が dg Lie環の射でない点である。Kontsevichは [K03]で

f̂ を変形して L∞ 写像 f∞ を構成し、その系として dg Lie環の射を得ている。我々の状況だとこの難点がクリアできて
いる。

定義 4.4. µ ∈ MC(gcM )と µc ∈ MC(gcM ) が ψ(µ) = µcとなっている時、µを µcの chiral変形量子化と呼ぶことにする。

ψが全射なら chiral変形量子化が常に存在することを意味する。[Y16]の 2つ目の結果は一意性に関する結果である。

定理 4.5. ψは単射である。

特に V∞(g)やW∞(g, ereg) といった古典極限で得られる頂点 Poisson代数の変形量子化はもとの頂点代数に限られる。

4.3. chiral dg Lie 環の詳細. この副節では dg Lie環 gchM = Hom(Liec!,EndchM )或いは gcM = Hom(Liec!,EndcM )を書き
下してみる。結論には Chevalley複体上の dg Lie環の構造によく似たものが現れる。
まず Koszul dual cooperad Liec! は簡単な計算で次のように書き下せる。

補題 4.6. sgnn をSn の符号表現とすると、次数付きSn 加群として

Liec!(n) ≃ s1−n sgnn .

次に EndchM のS加群としての定義を思い出すと

EndchM (n) = HomM(Xn)

(
j∗j

∗M⊠n,∆∗M
)
.

ここで∆ := ∆(n) : X ↪→ Xn は対角埋め込み、j := j(n) : U (n) ↪→ Xn は対角因子の complementであった。補題 4.6を
使って計算すると次の表式を得る。

補題 4.7. The graded S-module structure of gchM is given by

gchM (n) ≃ s1−nCch,n(M), Cch,n(M) := HomM(Xn)

(
j∗j

∗(∧nM),∆∗(M)
)
.

注意. このように g chM は Lie 環 Lの Chevalley-Eilenberg複体 C•(L,L) = Hom(∧•L,L)とよく似ている。

次に Lie括弧を記述したい。命題 4.1でその定義を省略してしまったため不完全な説明になるが、本稿では結果だけ
紹介する。
まず operad P = (P, γ, η)に対し ◦i を

µ ◦i ν := γ(µ; id, . . . , id, ν, id, . . . , id)(4.1)

で定義する。ここで ν は i番目に位置しており、また id := η(1) ∈ P(1)である。
次に置換

σ =

(
1 · · · p p+ 1 · · · p+ q
i1 · · · ip j1 · · · jq

)
∈ Sp+q

であって i1 < · · · < ip かつ j1 < · · · < jq となるもののことを (p, q)-shuffle と呼ぶことにする。(p, q)-shuffle の逆を
(p, q)-unshuffle と呼ぶ。S−1

p,q ⊂ Sp+q を (p, q)-unshuffle達のなす部分集合とする。

補題. f ∈ Cch,p(M)と g ∈ Cch,q(M)に対し

f ⋆ g =
∑

σ∈S−1
p,q

sgn(σ)(−1)(p−1)(q−1)(f ◦1 g)σ(4.2)

と定義すると ⋆は pre Lie括弧になる。ここで ◦1 は (4.1)で γ = γch （chiral operad EndchM の合成写像）としたもので
ある。
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⋆が pre Lie括弧であるとは等式

(f ⋆ g) ⋆ h− f ⋆ (g ⋆ h) = (f ⋆ h) ⋆ g − f ⋆ (h ⋆ g).

が成立することを言う。pre Lie括弧 ⋆から
[f, g] := f ⋆ g − g ⋆ f

と [ , ]を定めるとこれは Jacobi律を満たす。実は命題 4.1の Lie括弧は上の補題の ⋆を反交換させたものと一致する。以
上をまとめると

命題 4.8. dg Lie環 gchM は次数付き線形空間

gchM (n) ≃ s1−nCch,n(M), Cch,n(M) := HomM(Xn)

(
j∗j

∗(∧nM),∆∗(M)
)
.

と自明な微分 ∂ = 0、および (4.2)の ⋆を使って [f, g] = f ⋆ g − g ⋆ f で定義される Lie括弧で与えられる。

同様にして

命題 4.9. dg Lie 環 gcM は次数付き線形空間としては

gcM (n) ≃ s1−nCc,n(M), Cc,n(M) :=
⊕

S∈Q([n])

HomM(XS)

(
∧s∈S

(
M⊗![n]s

)
,∆

(S)
∗ (M)

)
⊗ (⊗s∈SLie[n]s),

で与えられる。微分は自明であり、Lie括弧は (4.2)の ◦1において γchの代わりに gcM の合成写像 γcを用いたものである。

さて次に µ ∈ MC(gchM )で twistされた

gch,µM :=
(
HomS(Liec!,EndchM ), [ ], ∂µ

)
, ∂µ := ∂ + [µ,−] = [µ,−]

を書き下してみる。µ ∈ MC(gchM ) ⊂ gchM (2)は 2項演算子であることを思い出しつつ gchM の記述（命題 4.8を用いて計算
すると次の結果を得る。

命題 4.10. gch,µM の微分 ∂µ は次の式で与えられる。

∂µ(f)(x1 ∧ · · · ∧ xn+1) =

n∑
i=0

(−1)iµ
(
xi, f(x0 ∧ · · · x̂i · · · ∧ xn)

)
+

∑
0≤i<j≤n

(−1)i+j−1f
(
µ(xi, xj) ∧ x0 ∧ · · · x̂i · · · x̂j · · · ∧ xn

)
.

但し f ∈ Cch,n(M) ≃ sn−1gchM (n) および x0 ∧ · · · ∧ xn ∈ j∗j∗(∧n+1M) とした。x̂iは xiを除くという意味。g
c,µ
M につい

ても同様の表式が成立する。

最後に頂点代数の言葉でこの表式を書き換えてみる。chiral代数と頂点代数の関係（事実 3.1を参照）を思い出そう。
µ ∈ MC(gchVr )が準共形頂点代数 (V, T, |0⟩ , Y )に対応する元だとする。ここで Vr は V に付随した右DX 加群である。す
ると命題 4.10の ∂µ は

∂µf(a0, . . . , an) =

n−1∑
r=0

(−1)rY (ar, z)f(a0, . . . , âr, . . . , an)

+
∑

0≤r<s≤n−1

(−1)n+r+sf
(
a0, . . . , âr, . . . , âs, . . . , an, Y (ar, z)as

)(4.3)

と書き直せる。但し ai ∈ Vr および f ∈ Cch,n(Vr)である。
coisson代数の場合、µ ∈∈ MC(gchVr )が頂点 Poisson代数 (V, Y+, Y−) に対応するとして、微分 ∂µ は (4.3)で Y を Y−

に代えたものになる。

注意. (1) 本稿では紹介しなかったが、Beilinson と Drinfeld は EndchM および EndcM の他にもう一つ operad 構造
End∗M を導入している。operadの射Lie→ End∗M の定めるM 上の代数構造が Lie∗代数である（[FBZ04, Chap.
19]も参照）。実はこれは頂点 Lie代数と（事実 3.1の意味で）対応する概念である。本稿の議論を End∗M に適用
して得られる dg Lie環 g∗,µM は µに対応した頂点 Lie代数の変形を支配している。複体としてはやはりChevalley
複体と同様であり、微分は (4.3)で与えられる。

(2) De SoleとKacは [DSK09]で “Lie conformal algebra cohomology”という頂点 Lie代数 (Lie conformal algebra)
のコホモロジー理論を展開しているが、そこで用いられている複体は g∗,µM と一致する。

(3) Tamarkinは [T02]で chiral代数の dg Lie環を導入していて、本稿の gch,µM と似ているのだが、そちらで pro-finite
limitを取っている点が違う。今のところそのような極限を取る必要があるか不明である。

(4) Yi-Zhi Huang は [H14a, H14b]で次数付き頂点代数のコホモロジー理論を展開していて、そこでは種々の収束条
件をつけた複体を考えている。収束性の議論を除けば本稿の gch,µM と同じものである。本稿の議論は通常の頂点
代数に移行するところで準共形性を課しているので、[H14a, H14b]の方が広い対象を扱っていることになり、そ
の点で収束性が必要になっているのだと考えられる。
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