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概 要
有限体上定義された代数曲線に対し，その連接層のなすアーベル圏に付随
してRingel-Hall代数が定義できる. 90年代後半のKapranovによる仕事や
2000年代の Burban-Schiffmannの仕事等により, この代数のある部分代数
(composition subalgebra)はよく研究されていて, 曲線が射影直線なら量子
アファイン sl2環の上三角部分に, 楕円曲線ならDing-Iohara-Miki代数の上
三角部分と同型であることが知られている.

本稿では, 射影直線達のなす treeや cycleなど, 楕円曲面の特異ファイバー上
に現れる曲線に対するRingel-Hall代数とその composition subalgebraを導
入する. この際元来のHall代数ではなく, モティヴィックHall代数を考える
事で定義体は複素数体 (もしくは代数閉体)とすることができる.

また, 楕円曲面上の相対 Fourier-Mukai 変換が composition subalgebra の
Drinfeldダブル上に (代数)自己同型を誘導することについても説明する. 特
異ファイバーの小平分類に応じて, 各 composition subalgebraはADE型の
量子トロイダル代数と同型であること, 更に上記のFourier変換が量子トロイ
ダル代数の自己同型を説明することも説明する.

0. はじめに
量子トロイダル代数は単純Lie代数の2変数ループ化の変形として [GKV]により導入さ
れた代数である. An型の場合は変形パラメータを 2つとることが出来て, またUq(ĝln)

に同型な部分代数を2つ持つことから, gln量子トロイダル代数Enと呼ばれる. Enは90

年代後半から良く研究されている.

一方 2000年代後半から gl1量子トロイダル代数と呼ぶべき代数 E1が複数の文脈で
発見された. 恐らく最初にこの代数を発見したのは [BS12]で, そこでは (有限体上定
義された)楕円曲線の連接層のなすアーベル圏のRingel-Hall代数 (のDrinfeldダブル)

として導入されている. [Mi07]ではW1+∞代数の 2パラメータ変形として導入された.

[FT11]では平面上の点のHilbert概型の同変K群を表現空間とする, 普遍族から定ま
るHecke作用素のなす代数として E1が導入された. [FHHSY]ではMacdonald対称函
数及びMacdonald差分作用素 (族)の自由場表示に現れるbosonic vertex operatorから
E1及びその Fock表現が発見された. (そこでは E1をDing-Iohara代数と呼んでいた.)

[FFJMM1]及び [FFJMM2]では En (n ≥ 2)の類似としてベクトル表現, Fock表現など
の組み合わせ論的構成がなされている.

本稿はEn (n ≥ 3) の非自明な代数自己同型の存在を幾何学的アプローチから説明す
る. これは代数的には [Mi99]で明示的に構成されているものである.

アイデアはn = 1の時に [BS12]が与えているものである. E1を楕円曲線の連接層の
なす圏AのRingel-Hall代数のDrinfeldダブルとみなすと, Aの導来圏上の自己同値か
ら E1の自己同型が誘導される. 特に自己同値としてPoincaré束から定まるFourier向
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井変換 [Muk81] を考えると, 誘導される自己同型は非自明で, これはMikiの導入した
ものと一致する.

n ≥ 3の場合はn個のP1からなるサイクルCnを考える, その上の連接層のなす圏の
Ringel-Hall代数のDrinfeldダブルが Enとなる. Enの自己同型に対応するDb Coh(Cn)

の自己同値には相対Fourier向井変換 [B98]を用いる. Cnを特異ファイバーに持つよう
な楕円曲面Y → Sを考え, 相対Poincaré束に付随する相対Fourier向井変換をとると,

誘導されるEnの自己同型がMikiの与えたものに一致する.

1. A型量子トロイダル代数
まず量子トロイダル代数の紹介から本文を始める. ここでは [FJMM]の記述に従う.

1.1. 定義

dと qは複素数であって

q1 := dq−1, q2 := q2, q3 := d−1q−1

と置いた時に

qn1
1 qn2

2 qn3
3 = 1 for n1, n2, n3 ∈ Z ⇐⇒ n1 = n2 = n3

が成立するものとする.

定義 1.1. A型量子トロイダル代数 En (n ≥ 3) とはC上の結合的代数であって

Ei,k, Fi,k, Hi,r, K
±1
i , q±c (i ∈ Z/nZ, k ∈ Z, r ∈ Z/{0}).

を生成元とし, 定義関係式が以下で与えられているものとする.

KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1, q±cは中心元, qcq−c = q−cqc = 1,

K±
i (z)K

±
j (w) = K±

j (w)K
±
i (z),

gi,j(q
−cz, w)

gi,j(qcz, w)
K−

i (z)K
+
j (w) =

gj,i(w, q
−cz)

gj,i(w, qcz)
K+

j (w)K
−
i (z),

di,jgi,j(z, w)K
±
i (q

(1∓1)c/2z)Ej(w) + gj,i(w, z)Ej(w)K
±
i (q

(1∓1)c/2z) = 0,

dj,igj,i(w, z)K
±
i (q

(1±1)c/2z)Fj(w) + gi,j(z, w)Fj(w)K
±
i (q

(1±1)c/2z) = 0,

[Ei(z), Fj(w)] =
δi,j

q − q−1
(δ(qcw/z)K+

i (z)− δ(qcz/w)K−
i (w)),

di,jgi,j(z, w)Ei(z)Ej(w) + gj,i(w, z)Ej(w)Ei(z) = 0,

dj,igj,i(w, z)Fi(z)Fj(w) + gi,j(z, w)Fj(w)Fi(z) = 0,

[Xi(z), Xj(w)] = 0, Symz1,z2 [Xi(z1), [Xi(z2), Xi±1(w)]q]q−1 = 0 (X = E,F, j ̸= i, i± 1),

ここでカレント

Ei(z) :=
∑
k∈Z

Ei,kz
−k, Fi(z) :=

∑
k∈Z

Fi,kz
−k, K±

i (z) := K±1
i exp

(
±(q − q−1)

∞∑
j=1

Hi,±rz
∓r
)



を用いた. また函数 gi,j(z, w), di,jは以下で与えられるものとする.

gi,j(z, w) :=


z − q2w (i ≡ j mod n),

z − q1w (i ≡ j − 1),

z − q3w (i ≡ j + 1),

z − w (i ̸≡ j, j + 1),

di,j :=

{
d∓1 (i ≡ j ∓ 1),

1 (otherwise).

そしてSymz,wは zとwに関する対称化, [X, Y ]q := XY − qY Xである.

1i := (0, . . . ,
i−th

1 , . . . , 0) ∈ Zn として, 代数Enは

degEi,k = (1i, k), degFi,k = (−1i, k), degHi,r = (0, r), degKi = deg qc = (0, 0),

で (Zn × Z)による次数付けを持つ. また以下の (位相的)余積を持つ.

∆Ei(z) = Ei(z)⊗ 1 +K−
i (C1z)⊗ Ei(C1z), ∆Fi(z) = Fi(C2z)⊗K+

i (C2z) + 1⊗ Fi(z),

∆K+
i (z) = K+

i (z)⊗K+
i (C

−1
1 z), ∆K−

i (z) = K−
i (C

−1
2 z)⊗K−

i (z), ∆qc = qc ⊗ qc.

但しC1 := qc ⊗ 1 and C2 := 1⊗ qc. これでEnは (位相的)双代数になる.

1.2. 2つの部分代数と自己同型

EnはUq(ĝln)と同型な部分代数を2つもつ. これらをh(Uq(ĝln)) ⊂ En及びv(Uq(ĝln)) ⊂
Enと書くことにする. ここではそれらのうちUq(ŝln)) ⊂ Uq(ĝln) の部分について明示的
に説明する.

Uq(ŝln)のChevalley生成元を

ei, fi, t±1
i (0 ≤ i ≤ n− 1)

と表し, Drinfeld生成元を

x±
i,k, hi,r, k±1

i , q±c (1 ≤ i ≤ n− 1, k ∈ Z, r ∈ Z \ {0})

と書くと, これらは以下の関係式で結ばれている.

ei = x+
i,0, fi = x−

i,0, ti = ki (1 ≤ i ≤ n− 1),

t0t1 · · · tn−1 = qc,

e0 = qc(k1 · · · kn−1)
−1[· · · [x−

1,1, x2,0]q, · · · , x−
n−1,0]q,

f0 = [x+
n−1,0, · · · [x+

2,0, x
+
1,−1]q−1 , · · · ]q−1k1 · · · kn−1q

−c.

包含写像h : Uq(ŝln) ↪→ En はChevalley生成元で以下のように与えられる.

ei 7→ Ei,0, fi 7→ Fi,0, ti 7→ Ki,0 (0 ≤ i ≤ n− 1).

もう一つの包含写像 v : Uq(ŝln) ↪→ En はDrinfeld生成元で以下のように与えられる.

x+
i,k 7→ dikEi,0, x−

i,k 7→ dikFi,0, ki 7→ Ki, hi,r 7→ dirHi,r, qc 7→ qc (1 ≤ i ≤ n− 1).



Mikiが [Mi99, Mi01]で導入した代数自己同型 θn : En → En はこれら2つのUq(ŝln)同
士を (殆ど)写し合うものである.

θ ◦ v = h, θ ◦ h = v ◦ τ ◦ σ.

ここでσと τは以下のようなUq(ŝln)の反自己同型である.

σ : ei 7→ ei, fi 7→ fi, ti 7→ t−1
i

τ : x±
i,k 7→ x±

i,−k, hi,r 7→ −qrchi,−r, ki 7→ k−1
i , qc 7→ qc.

2. スタックのGrothendieck環
次節でモチーフ的Hall代数を導入するが,それには代数多様体並びにスタックのGrothendieck

環が必要になる. ここでは Joyce [J07]及び Bridgeland [B12]に従ってそれらの準備を
する. 以下代数多様体やスキーム及びスタックはC上定義されているものとするが, (適
当な変更を施せば)定義体は何でも構わない.

2.1. 代数多様体のGrothendieck環

以下, 代数多様体といったら C上有限型で被約かつ分離的なスキームのこととする.

Var/Cで代数多様体のなす圏を記す.

定義 2.1. 1. 代数多様体のGrothendieck群K(Var/C)とは, 代数多様体の同型類の
生成する自由アーベル群を以下の形の関係式で割ったものである.

[X] = [Y ] + [X \ Y ],

ここでY は代数多様体Xの閉部分多様体.

2. K(Var/C)上に積 ·を
[X] · [Y ] = [(X × Y )red],

で定めるとK(Var/C)は可換環になる. この環のことを代数多様体のGrothendieck

環と呼ぶ.

アフィン直線A1のGrothendieck環K(Var/C)での類を

L := [A1] ∈ K(Var/C)

で記すことにすると, 次の公式が成立する.

補題 2.2. 1. d次一般線形群GLdについて

[GLd] = Ld(d−1)/2

d∏
k=1

(Ld − 1) = Ld(d−1)/2(L− 1)d[d]L! ∈ K(Var/C).

但し不定元 qに対し [n]q := 1 + q + · · · + qn 及び [n!]q := [1]q · [2]q · · · · · [n]q と記
した.

2. Grassmann多様体Gr(d, n) (0 ≤ d ≤ n)について

[Gr(d, n)] =

[
n

d

]
L
:=

[n]L!

[d]L![n− d]L!
∈ K(Var/C).



2.2. Kapranovのモチーフ的ゼータ函数

Kapranov[K00]に従い代数多様体のゼータ函数の類似物を導入する.

定義 2.3. 準射影多様体Xのモチーフ的ゼータ函数Zmot(X; t)を次で定義する.

Zmot(X; t) :=
∑
n≥0

[Symn(X)]tn ∈ 1 + t ·K(Var/C)[[t]].

事実 2.4 ([K00, (1.1.9) Theorem], [Mus11, Theorem 7.33]). Xが非特異射影曲線なら

Zmot(X; t) =
f(t)

(1− t)(1− Lt)

と書ける. ここで f(t)はK(Var/C)係数で次数2gの多項式.

2.3. スタックのGrothendieck環

モチーフ的Hall代数の定義にはスタックのGrothendieck環が必要である. 以下スタッ
クといったらC上局所有限型なArtinスタックのこととする. スキームSとスタックX

について, X(S)でXのS-valued pointたちのなすgroupoidを記す.

定義 2.5. 1. スタックXがアフィン固定群を持つとは, 任意のC値点 x ∈ X(C)に
ついて同型射のなす群 IsoC(x, x)がアフィンであることをいう.

2. スタックの射f : X → Y が幾何学的全単射であるとは, C値点でのgroupoid間の
間手f(C) : X(C) → Y (C) が圏同値であることをいう.

定義 2.6. 1. スタックのGrothendieck群K(St/C)とはアフィン固定群を持つスタッ
クの同型類で生成される自由アーベル群を以下の同値関係で割って得られるもの
のこととする.

(a) [X1 ⊔X2] = [X1] + [X2].

(b) 幾何学的全単射f : X → Y があるなら [X] = [Y ]

(c) Zariskiファイブレーション fi : Xi → Y (i = 1, 2)が同じファイバーをもつ
なら [X1] = [X2].

2. スタックのファイバー積でK(St/C)に積構造を定義するとK(St/C)は可換環に
なる. これをスタックのGrothendieck群K(St/C)とは

スタックのGrothendieck環は定義からすると非常に大きな環に見えるが, 実は次の
定理が成り立つ.

事実 2.7 ([B12, Lemma 3.9]). 代数多様体をスタックとみなすことで写像K(Var/C) −→
K(St/C) が定義できる. この写像は次の環同型を与える.

K(Var/C)
[
[GLd]

−1 | d ∈ Z≥1

] ∼−−→ K(St/C).



2.4. 相対的Grothendieck群

アフィン固定群を持つスタックSを一つ取る. S上の代数スタック全体は2-categoryを
なす.

定義 2.8. S上の相対的Grothendieck群K(St/S)とは, S上の代数スタックX → Sで
C上有限型でありアフィン固定群をもつものの同型類の生成する自由加群を以下の関
係式で割って得られるものである.

(a) 任意のS上のスタック fi : Xi → S (i = 1, 2)について

[X1 ⊔X2
f1⊔f2−−−−→ S] = [X1

f1−−→ S] + [X2
f2−−→ S]

(b) スタックの可換図式

X1
g

//

f1   
AA

AA
AA

AA
X2

f2~~}}
}}
}}
}}

S

で gが幾何学的全単射となるものについて

[X1
f1−−→ S] = [X2

f2−−→ S]

(c) 任意のg : Y → Sと同じファイバーをもつZariskiファイブレーションhi : Xi → Y

(i = 1, 2)に対し

[X1
g◦h1−−−−→ S] = [X1

g◦h2−−−−→ S].

群K(St/S)は作用

[X] · [Y f−−→ S] = [X × Y
f◦p2−−−−→ S]

及びその線形拡張によってK(St/C)上の加群の構造を持つ.

事実 2.9 ([B12, §3.5]). 以下現れるスタックは全てアフィン固定群をもつものとする.

1. スタックの射a : S → Tは [X
f−−→ S] 7→ [X

a◦f−−−→ T ]によってK(St/C)上の加群
の射 (push-forward)

a∗ : K(St/S) −→ K(St/T )

を誘導する.

2. スタックの有限型射a : S → TからK(St/C)上の加群の射 (pull-back)

a∗ : K(St/T ) −→ K(St/S)

が [Y
g−−→ T ] 7→ [X

f−−→ S] によって誘導される. ここで f は以下の Cartesian

squareで定義される.

X //

f
��

Y

��

S a
// T



3. push-forward と pull-backs は関手的である. つまり, 合成可能なスタックの射 a

と bについて (b ◦ a)∗ = b∗ ◦ a∗及び (b ◦ a)∗ = a∗ ◦ b∗が成立する.

4. スタックの射からなるCartesian square

U
c //

d
��

V

b
��

S a
// T

が与えられたとき, 以下が成立する.

b∗ ◦ a∗ = c∗ ◦ d∗ : K(St/S) −→ K(St/V ).

5. スタックS1とS2に対しK(St/C)上の加群の射

K : K(St/S1)⊗K(St/S2) −→ K(St/S1 × S2)

が次式で与えられる.

[X1
f1−−→ S1]⊗ [X2

f2−−→ S2] 7−→ [X1 ×X2
f1×f2−−−−→ S1 × S2].

3. モチーフ的Hall代数
前節で導入したスタックのGrothendieck群を用いてモチーフ的Hall代数を導入する.

3.1. 旗のモジュライ

Xを非特異射影多様体とする. M(n) = M(n)(X)でX上の連接層からなる長さnの旗の
モジュライスタックを記す. つまり, SをスキームとするとM(n)(S)のオブジェクトは

0 = E0 ↪→ E1 ↪→ · · · ↪→ En = E (3.1)

というS ×X上の連接層の鎖であり, 各因子Fi := Ei/Ei−1はS平坦である.

以下M = M(X) := M(1)と略記する. M(n)とMの間には以下のような射が定義
できる.

ai : M(n) −→ M, (3.1) 7−→ Fi = Ei/Ei−1 (1 ≤ i ≤ n)

b : M(n) −→ M, (3.1) 7−→ En = E

3.2. モチーフ的Hall代数

定義 3.1. 1. 非特異射影多様体Xに対し

H(X) := K(St/M(X)).

2. 図式
M(2) b //

(a1,a2)
��

M

M×M



を考える. ここで射 a1, a2, bはそれぞれ旗 E1 ↪→ E を E1, E/E1, E に写す.

K(St/C)上の加群の射m : H(X) ⊗ H(X) −→ H(X) を以下の射の合成で定義
する.

m : H(X)⊗H(X) =K(St/M)⊗K(St/M)
K−−→ K(St/M×M)

(a1,a2)∗−−−−−→ K(St/M(2))
b∗−−→ K(St/M) = H(X).

これを積演算とみなして記号⋄で記すこともある.

注意 3.2. 積⋄は
[E1

f1−−→ M] ⋄ [E2
f2−−→ M] = [Z

b◦h−−−→ M],

と表せる. ここでZ及びhは以下のCartesian squareで定義される.

Z h //

��

M(2) b //

(a1,a2)
��

M

E1 × E2 f1×f2
// M×M

次の結果がRingel-Hall代数 [R90]のモチーフ類似を与える.

事実 3.3 ([B12, Theorem 4.3]). mによってH(X)はK(St/C)上の単位的結合代数の構
造を持つ.

非特異射影多様体Xに対し, K(St/C)上の代数H(X)をXのモチーフ的Hall代数と

呼ぶ. 以下H(X)の元 [E
f−−→ M]を単に [E]と略記する.

3.3. 余積構造

Ringel-Hall代数の時と同様, モチーフ的Hall代数H(X)には余積構造を導入でき, X

が1次元ならH(X)は双代数になる. またRingel-Hall代数には twisted Hall algebra や
extended Hall algebraといった拡大版や, Hall pairing及びDrinfeldダブルを考えるこ
とが出来る. ここではそれらの概念のモチーフ類似を導入する.

以下Xは非特異射影多様体とする. アーベル圏Coh(X)上のEuler form

χ(E,F ) :=
∑
i

dimC Ext
i(E,F )

はCoh(X)のGrothendieck群K(Coh(X)上に双線型形式を誘導する. それに関する left

radical (Serre双対性により right radical と同一) をK(Coh(X))⊥と記し,

N(X) := K(Coh(X))/K(Coh(X))⊥

と定める (数値的Grothendieck群と呼ばれる). Γ ⊂ N(X)を effective class (連接層E

の類 [E]と表せるもの) のなすモノイドとする.

するとスタックM = M(X)は

M =
⊔
α∈Γ

Mα

という直和分解を持つ. ここでMαはN(X)での類がα ∈ Γ で与えられる連接層たち
のモジュライスタックで, Mのサブスタックとしては開かつ閉である.



包含射Mα ↪→ MからK(St/C)加群の包含写像K(St/Mα) ↪→ K(St/M) が定まり,

上の直和分解から

H(X) =
⊕
α∈Γ

H(X)α, H(X)α := K(St/Mα) (3.2)

というK(St/C)加群の直和分解が得られる. H(X)は積 ⋄に関してΓ-gradedな代数と
なる.

以下Lの平方根
√
LでK(St/C)を拡大した環

K̃ := K(St/C)[
√
L, 1/

√
L]

を係数環に取る. 補題2.2と事実2.7より次のことがわかる.

K̃ ≃ K(Var/C)(
√
L)

定義 3.4. 1. Htw(X)を, K̃ 上の加群としては H(X) = K(St/M(X))と同じもの
に積

[Eα] ∗ [Eβ] :=
√
L

χ(α,β)
[Eα] ⋄ [Eβ]

を入れた K̃ 上の代数と定義する. ここで [Eα]と [Eβ]は直和分解 (3.2) で各々
H(X)α, H(X)βに属する類とする.

2. Htw(X)を {kα | α ∈ N(X)}で拡大した K̃上の代数をHext(X)で記す. ここで kα
達には以下の関係式を課す.

kα ∗ kβ = kα+β, kα ∗ [Eβ] =
√
L

χ(α,β)+χ(β,α)
[Eβ] ∗ kα.

但しα, β ∈ N(X). また [Eβ]はH(X)βの元とする.

次にGreenの余積 [G95]のモチーフ類似を導入する. (3.2)に関するテンソル積の完
備化を ⊗̂ で記す.

定義 3.5. 1. H(X)上の余積∆ : H(X) −→ H(X) ⊗̂H(X) を次のように定義する.

∆ : H(X) =K(St/M)
b∗−−→ K(St/M(2))

(a1,a2)∗−−−−−→ K(St/M×M)

−→ K(St/M) ⊗̂K(St/M) = H(X) ⊗̂H(X).

2. Hext(X)上の余積 ∆ : Hext(X) −→ Hext(X) ⊗̂Hext(X)を ∆([E]kα) = δα∆(E)

で定義する. 但し δα : H(X) ⊗̂H(X) −→ Hext(X) ⊗̂Hext(X)は [A] ⊗ [Bβ] 7−→
[A]kα+β ⊗ [Bβ]kα を線形拡張して得られるものとする. ここで [Bβ]はH(X)βの
元, [A]はH(X)の元.

Ringel-Hall代数の場合と同様の議論により, 以下の結論を得る.

命題 3.6. Xが非特異射影曲線なら, Hext(X)は∗と∆について K̃上の双代数の構造を
持つ.



3.4. composition subalgebraとDrinfeldダブル

以下Xは非特異射影曲線とする.

定義 3.7. Mtor = Mtor(X)をX上の捩れ連接層のモジュライスタック, M1 = M1(X)

をX上の直線束のモジュライスタックとする. これらのサブスタックの類及び {kα |
α ∈ N(X)} で生成されるHext(X)の部分代数を composition subalgebraと呼び, U(X)

と記す.

余積の定義により次の結果を得る.

命題 3.8. U(X)は余積∆で閉じており, K̃上の双代数となる.

最後にDrinfeldダブルに関する準備をする. Hext(X)上の非退化双線型形式 (·, ·)Hを

(·, ·)H : Hext(X)⊗Hext(X) → K̃, ([A]kα, [B]kβ)H := δA,BaA
√
L

χ(α,β)

で導入する. 但しaA := [Aut(A)] ∈ K(St/C)はAの自己同型の類.

命題 3.9. Xが非特異射影曲線なら (·, ·)H はHopf pairing, つまり (x ∗ y, z)H = (x ⊗
y,∆z)Hが成立する. ここでテンソル積上には (x ⊗ y, z ⊗ w)H := (x, z)H(y, w)H で双
線型形式を定めている.

このHopf pairingに関する reduced Drinfeldダブルを, 以下単にダブルと呼ぶ.

定義 3.10. DU(X)で双代数U(X)のダブルを記す.

4. 射影直線の場合
ここではモチーフ的Hall代数及びその composition subalgebraを射影直線P1の場合に
記述する.

事実 4.1. Coh(P1)の indecomposable objectは次の2種類である.

1. 直線束OP1(n) (n ∈ Z),

2. 捩れ連接層 Tx,l := OP1/mt
x (x: P1の閉点, l ∈ Z≥1).

Mtor = Mtor(P1)でP1上の捩れ連接層のモジュライを記す. 上の結果によりこれは

Mtor =
⊔

l∈Z≥1, x∈P1

Mtor,x,l,

という分解を持つ. ここでMtor,x,lは xに台を持つ長さ lの捩れ連接層のモジュライス
タックである.

P1上の連接層Eに対しE := (rk(E), deg(E)) ∈ Z2 でEの階数及び次数を記す.

定義 4.2. H(P1)tor := K(St/Mtor(P1)) を捩れ連接層のみから構成される P1上のモ
チーフ的Hall代数とする. K(St/C)上の代数としてH(P1)tor ⊂ H(P1)となっている.

1. l ∈ Z≥1に対し

1(0,l) :=
∑

x∈P1, l∈Z≥1

[Mtor,x,l ↪→ M] ∈ H(P1)tor.



2. {Tl}l≥1 ⊂ H(P1)tor を次の母函数で定義する.

1 +
∞∑
l=1

1(0,l)t
l = exp

( ∞∑
l=1

Tl

[l]L
tl
)
.

3. {Θl}l≥1 ⊂ H(P1)tor を次の母函数で定義する.

1 +
∞∑
l=1

Θ(0,l)t
l = exp

(
(L−1 − L)

∞∑
l=1

Tlt
l
)
.

4. 最後に 1(0,0) = T0 = Θ0 := [M0 ↪→ M] = 1と定める.

以下はKapranovの定理 [K97]のモチーフ版である.

事実 4.3. U√
L(ŝl2)とDU(P1) は以下の写像により代数同型となる.

x+
1,n 7−→ L+

n , x−
1,n 7−→ L−

n (n ∈ Z),
h1,r 7−→ T+

r , h1,−r 7−→ −T−
r (r ∈ Z>0),

k1 7−→ K, qc 7−→ C.

5. 射影直線のサイクルの場合
ここではXをP1からなるサイクルとしてモチーフ的Hall代数を調べる.

5.1. 代数構造

以下CnでP1のnサイクルを記す. 各P1を 1, 2, . . . , nと番号付けしておく. Cn上の連
接層は i番目のP1上の連接層E(i) (1 ≤ i ≤ n) とそれらの張り合わせデータで完全に記
述される.

定義 5.1. 1. i E(i) ∼= O(n) 及びE(j) ∼= O (j ̸= i) と書けるCn上の連接層のモジュ
ライスタックをM(i),1,nと記す.

2. i番目にのみ台を持ち長さが rであるCn上の捩れ連接層のモジュライスタックを
M(i),0,rと記す.

3. n ∈ Z, r ∈ Z≥1, α ∈ K(A)に対し

Li,n := [M(i),1,n ↪→ M], Ti,r := [M(i),0,r ↪→ M], kα

とし,これらで生成されるHext(Coh(P1))の部分代数をU(Cn)と記し, Cnのモチー
フ的Hall代数の composition subalgebraと呼ぶ.

U(Cn)は余積∆で閉じていて, ダブルDU(Cn)を考えることができる. [Y15]の主定
理の一つは次の通りである.

定理 5.2. 量子トロイダル代数En はU(Cn)のDrinfeldダブルDU(Cn)と以下の写像で
同型である.

Ei,k 7→ L+
i,k, Fi,k 7→ L−

i,k, Hi,±r 7→ ±T±
i,r (n ∈ Z, r ∈ Z>0).



5.2. 自己同型

Cramerの結果 [C10]により, アーベル圏Aに付随する通常のHall代数H(A)のDrinfeld

ダブル上には, Aの導来圏の自己同値から自己同型が誘導される. 殆ど同様の議論によ
り, モチーフ的Hall代数にも類似の性質がある.

定理 5.3. 1. Xが1次元非特異射影多様体ならDb Coh(X)の自己同値ΦからDHext(Coh(X))

の自己同型ΦHが誘導される.

2. ΦHは composition subalgebraのダブルDU(X)を保つ.

Cnの場合は次のような結果になる.

定理 5.4. nを 3以上の整数とする. Y → Sを相対的極小楕円曲面であってCnを特異
ファイバーに持つものとする. Φを compactified relative Jacobianの普遍族に付随する
Db(Coh(Y ))の相対的Fourier向井変換とする. するとΦのCnへの制限がDU(Cn) = En
の自己同型 θnを誘導する.

注意 5.5. 1. Burban-Schiffmannの仕事 [BS12]により n = 1の場合は以下のような
主張が成立する. Xを楕円曲線とするとPoincaré束に付随するFourier向井変換
ΦがDU(X) = E1の自己同型ΦH = θ1を誘導する.

2. n = 1, 2でも我々の構成は適用可能である. 但しEnの定義, 特にSerre(型)関係式
と構造函数gn, dn は変更する必要がある. またn = 1の場合は [BS12]と幾何学的
設定が少し違うが, 得られるHall代数は同型になる.

6. ADE型量子トロイダル代数
我々の自己同型の構成法は相対的に極小な楕円曲面Y → Sの特殊ファイバーCに適用
できる. まず代数構造については (小平の分類に応じて)次の主張が成立する.

命題 6.1. ダブルDU(C)はADE型量子トロイダル代数と同型である.

これは通常のRingel-Hall代数の場合に [GKV]で主張されたもののモチーフ類似であ
る. 我々の構成は次の主張を導く.

定理 6.2. 楕円曲面Y → Sの相対Fourier向井変換からDU(C)の (非自明な)自己同型
が誘導される.

参考文献
[BS12] I. Burban, O. Schiffmann, On the Hall algebra of an elliptic curve I, Duke Math.

J. 161 (2012) no. 7, 1171–1231.

[B98] T. Bridgeland, Fourier-Mukai transforms for elliptic surfaces, J. reine angew.
math. 498 (1998), 115–133.

[B12] T. Bridgeland, An introduction to motivic Hall algebras, Adv. Math. 229 (2012)
102–138.

[C10] T. Cramer, Double Hall algebras and derived equivalences, Adv. Math. 224
(2010), no. 3, 1097–1120.

[FHHSY] B. Feigin, K. Hashizume, A. Hoshino, J. Shiraishi, S. Yanagida, A commuta-
tive algebra on degenerate CP1 and Macdonald polynomials, J. Math. Phys. 50
(2009), no. 9, 095215, 42 pp.



[FFJMM1] B. Feigin, E. Feigin, M. Jimbo, T. Miwa and E. Mukhin, Quantum continuous
gl∞: Semi-infinite construction of representations, Kyoto J. Math. 51 (2011),
no. 2, 337–364.

[FFJMM2] B. Feigin, E. Feigin, M. Jimbo, T. Miwa and E. Mukhin, Quantum continuous
gl∞: Tensor product of Fock modules and Wn characters, Kyoto J. Math. 51
(2011), no. 2, 365–392.

[FJMM] B. Feigin, M. Jimbo, T. Miwa, E. Mukhin Branching rules for quantum troidal
gln, preprint (2013), arxiv:1309.2147.

[FT11] B. Feigin, A. Tsymbaliuk, Equivariant K-theory of Hilbert schemes via shuffle
algebra, Kyoto J. Math. 51 (2011), no. 4, 831–854.

[GKV] V. Ginzburg, M. Kapranov, E. Vasserot, Langlands reciprocity for algebraic sur-
faces, Math. Res. Lett. 2 (1995), no. 2, 147–160.

[G95] J. Green, Hall algebras, hereditary algebras and quantum groups, Invent. Math.
120 (1995), no. 2, 361–377.

[J07] D. Joyce, D, Configurations in abelian categories. II. Ringel-Hall algebras, Adv.
Math. 210 (2) (2007) 635–706.

[K97] M. Kapranov, Eisenstein series and quantum affine algebras, J. Math. Sci. (New
York) 84 (1997), no. 5, 1311–1360.

[K00] M. Kapranov, The elliptic curve in the S-duality conjecture and Eisenstein series
for Kac-Moody groups, preprint (2000), arXiv:math.AG/0001005v2.

[Mi99] K. Miki, Toroidal braid group action and an automorphism of toroidal algebra
Uq(sln+1,tor) Lett. Math. Phys. 47 (1999), 365–378.

[Mi01] K. Miki, Quantum toroidal algebra Uq(sln+1,tor) and R matrices, Journal of
Math. Phys. 42 (2001), no. 5, 2293–2308.

[Mi07] K. Miki, A (q, γ)-analog of the W1+∞ algebra, Journal of Math. Phys. 48 (2007),
no. 12, 1–35.

[Muk81] S. Mukai, Duality between D(X) and D(X̂) with its application to Picard
sheaves, Nagoya Math. J. 81 (1981), 153–175.

[Mus11] M. Mustata, Zeta functions in algebraic geometry, (2011), available at the web-
page http://www.math.lsa.umich.edu/˜mmustata/.

[R90] C. Ringel, Hall algebras and quantum groups, Invent. Math. 101 (1990), no. 3,
583–591.

[Y15] S. Yanagida, Quantum toroidal algebras and motivic Hall altebras, preprint
(2015).


