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Fourier-向井変換は, 代数曲面上の安定層を調べる上で重要な役割を果たす.Abel曲面の場合について, この変換のコホモロジー上での作用を調べると,
安定層のモジュライと点のHilbertスキームとの間の双有理写像が具体的
に構成できる.

コホモロジーへの作用や双有理写像を記述するのに, 2元 2次不定方程式
や算術群が活躍する.(吉岡康太先生との共同研究.arXiv:0906.4603 Semi-homogeneous sheaves, Fourier-Mukai transforms and moduli ofstable sheaves on abelian surfaes)
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0-1 ベクトル束のモジュライ
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� 安直にはベクトル束全体のモジュライを考えるのだが, これは \大きすぎて"ス
キームではパラメトライズできない. 安定性を導入してこの問題を解決する.� 非特異射影曲面 (S, H)上の torsion free 層 EがH-(半)安定 def() 任意の部分層 F � Eに対し n� 0で�(F(nH))=rank(F) <(=) �(E(nH))=rank(E)� 安定層のモジュライMHS (r, �, a) := fH-安定な S上の torsion free層 E jrank(E) = r, 1(E) = �,�(E) = ag= �Æ GIT商により準射影スキームとして構成される.

高次元の代数多様体の例を提供する.



0-2 Hilbertスキーム
5 / 29

� 安定層のモジュライは点のHilbertスキームと関連する.Hilb`(S) := fOZ j Z : S上の長さ `の �nite subshemegÆ 自然な完全列 0! IZ ! OS ! OZ ! 0
により Hilb`(S) �= MHS (1, 0,�`)Æ Fourier-向井変換: 標準層が自明な場合, 一般のモジュライとHilbertス
キームとの間の双有理写像が構成できる時がある.



0-3 Fourier-向井変換
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� Fourier-向井変換 (FMT)X, Y : 非特異射影多様体pX : X� Y ! X, pY : X� Y ! Y : 自然な射影E� : Coh(X� Y)の有界導来圏D(X� Y)の対象FMTの (積分)核と呼ばれる.�X!YE� : D(X) ! D(Y)? 7! RpY�(p�X(?) L
 E�)

で定義される関手�X!YE� は, 圏同値を与える時, FMTと呼ばれる.� 今回は Abel曲面上の層のモジュライに注目し, FMTによってモジュライ
間の双有理写像を構成する.



1-1 Abel曲面上の安定層
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� Abel曲面X上の安定層の分類問題E 2 Coh(X)に対し向井ベクトルを次で定義v(E) := h(E)= (rank(E), 1(E),�(E))2 Hev(X, Z)alg := H0(X, Z) � NS(X)� H4(X, Z)

Æ Eが単純 ( def() End(E) �= C )なら ` := 
v(E)2� =2は非負整数. 但しh(r, �, a), (s, �, b)i := (�, �)� as� rbÆ ` = 0のとき, 楕円曲線での議論の類似が可能. 半等質層と呼ばれるもの
で分類される.Æ ` > 0のときは...?



1-2 Abel曲面上の安定層のモジュライ
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� 向井. Invent. Math. (1984)H: Abel曲面 X 上の ample divisor(1) MHX(v)は非特異. 次元は 
v2�+ 2 = 2`+ 2(2) MHX(v)は sympleti多様体(3) vが原始的 ( def() 他の Chern指標wの整数倍になっていない)
かつHが vに関し generiなら, MHX(v)は射影的Æ しかし, 空で無いための条件は不明だった.　� 吉岡. Compositio Math. (2003)(3)の仮定の下, 更に v = (r, �, a)が正なら, MHX(v)は空ではなくかつ既約(vが正 def() r > 0 or r = 0, � > 0 or r = 0, � = 0, a > 0)



1-3 向井の予想
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� 向井. RIMS講究録 409 (1980)X: 主偏極 Abel曲面でかつNS(X) �= ZHv = (r, dH, a) 2 Hev(X, Z)alg : 正かつ ` := 
v2� =2 > 0.Qv(x, y) := �rx2 + 2dxy� ay2: vに付随する 2次形式
予想 Qv = �1 に整数解がある =) MHX(v) � � X� Hilb`(X)� 今回の話 : この予想は \主偏極"の仮定を外しても正しい.



2-1 半等質層 (向井. J. Math. Kyoto U. (1978))
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定義 X : Abel曲面, H: ample divisorE 2 Coh(X)が半等質 def() H-半安定かつ 
v(E)2� = 0.
事実 E : 半等質層(1) 8p 2 X, 9L 2 Pi(X) s.t. Tp�E �= E
 L.(2) Eは任意の ample divisor H0についてH0-半安定.(3) Eが安定 () Eが単純 () v(E)が原始的(4) ベクトル束の場合の構成法9� : eX! X : isogeny, 9 L 2 Pi(eX) s.t. E �= ��L.
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事実の続き.(5) NS(X) �= ZHの時

Hi(E, X) = 0 for (i 6= 0 if �(E) > 0i 6= 2 if �(E) � 0
但し �(E) := (1(E), H)= rank(E)� はスロープと呼ばれる



2-2 Abel曲面上の FMT
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事実 (D.Orlov, Izv. Math. 66(2002))X : Abel曲面(1) v 2 Hev(X, Z)alg : 原始的, 正 かつ 
v2� = 0である Chern指標.Æ Y := MHX(v)は Abel曲面Æ もし普遍族 EがY � X上にあれば, �X!YE : D(X)! D(Y)は FMT(普遍族 E 2 Coh(Y � X) : Ejfyg�Xは Chern指標が vである半等質層.)(2) Y : 非特異射影多様体, � : D(X)! D(Y) : equivaleneÆ 9v : 原始的かつ 
v2� = 0である Chern指標 s.t. Y �= MHX(v),Æ 9E : Y � X上の普遍族, 9k 2 Z s.t. � �= �X!YE [k℄.(Abel曲面上の FMTの分類)
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半等質層のコホモロジー (Page 11) と FMTの分類 (Page 12)から, 次のこ
とが分かる.

命題 (向井 (1980))X : Abel曲面, NS(X) �= ZHE1, E2 : 半等質安定層, hv(E1), v(E2)i = �1(1) Y := MHX(v(E1))として, 普遍族 EがY � X上に存在する(2) � := �X!YE_ として (E_ := RHom(E,OY�X))�(E1) �= C y[�2℄, �(E2) �= OY[�i0℄

但し i0 := (0 �(E1) > �(E2)2 �(E1) � �(E2)=) 半等質層は FMTで層にうつる



2-3 半等質表示
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定義

層 Fの半等質表示0 ! F ! E1 ! E2 ! 0 (Kernel表示)or 0 ! E1 ! E2 ! F ! 0 (Cokernel表示)
但し E1と E2は半等質層で次の条件を満たすものh(Ei) = `ivi, `i 2 Z, vi: 原始的 Chern指標 と表した時にhv1, v2i = �1, (`1 � 1)(`2 � 1) = 0

注意

最初の条件の意味 : 普遍族の存在2番目の条件の意味 : E1か E2が安定



2-4 半等質表示の効用
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� 安定層 Fに半等質表示0 ! F ! E1 ! E2 ! 0
が存在したと仮定. さらに v(E1) = v1, v(E2) = `v2だとする.Æ 仮定 hv1, v2i = �1からMHX(v2)�X上に普遍族Eがあって, Ejfyg�XはChern指標が v2である半等質層.Æ Y := MHX(v2)とおく. FMT � := �X!YE_ によって以下の完全列を得る.
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0 ! �0(F) ! 0 ! 0! �1(F) ! 0 ! 0! �2(F) ! �2(E1) ! �2(E2) ! 0

0 ! 0 ! 0 ! 0! 0 ! 0 ! 0! �2(F) ! OY ! OZ ! 0
ここでZはYの �nite subsheme.
よって�(F)は �nite subshemeのイデアル層と up to shiftで同型.Æ 半等質表示があれば, モジュライとHilbert スキームの間に写像がつく
れる



3-1 数値的判定法
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� 仮定：数値的な条件のみで記述される.Æ NS(X) �= ZH, v 2 Hev(X, Z)algは正.Æ vに関する次の不定方程式に解が存在.v = �(v1 � `v2), v1, v2 2 Hev(X, Z)alg, ` 2 Z>0
v21� = 
v22� = 0, hv1, v2i = �1 (#)

� 結論：(1) (#)が 2つ以上の解をもつ =) MHX(v)の一般の元は 2つの半等質表示
を持つ(2) (#)が 1つのみ解をもつ =) MHX(v)の一般の元は 1つのみ半等質表示
を持つ



3-2 コホモロジー的 FMT

18 / 29

� X, Y : Abel曲面, � : D(X)! D(Y) : FMT�は ohomologyの同型�H (コホモロジー的 FMT) を誘導する.D(X) ����!� D(Y)h??y ??yhHev(X, Q ) �H���!� Hev(Y, Q )S S

Hev(X, Z)alg ����! Hev(Y, Z)algÆ �Hは h�, �iについて isometryになる: hv, wi = 
�H(v), �H(w)�



3-3 行列表示
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� D(X) �= D(Y)ならNS(X) �= NS(Y).NS(X) = ZHなら, コホモロジー的 FMTは 3次行列で表示できる.� 実際には, 2次行列を用いたより経済的な表示がある.�
Sym2(R ) := (�x yy z� ����� x, y, z 2 R)

B(X1, X2) = 2y1y2 � x1z2 � x2z1, Xi = �xi yiyi zi� 2 Sym2(R )

として次の Lattieの同型がある. (n := (H2)=2)�X : (Hev(X, Z)alg, h�, �i) ��! (Sym2(R ), B)(r, dH, a) 7! � r dpndpn a �
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� Xへの FMT全体の集合を以下のように定める.F(X) := [Y2FM(X)f�Y!XE[2k℄ 2 Eq(Y, X) j k 2 Z, E 2 Coh(Y � X)g

FM(X) := fY : 非特異射影多様体 j D(Y) �= D(X)g= �Eq(Y, X) := ff : D(Y)! D(X) j 圏同値 g= �� コホモロジー的 FMTは h�, �iに関して isometryだったから, 次のような
写像が定義できる. �X : F(X) ! O(B)� 7! �X Æ �H Æ ��1Y

ここでO(B)は (Sym2(R ), B)の等長変換群.



3-4 算術群G
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定理 コホモロジー的 FMTのなす集合 Im �Xは, 次の群と同型.Im �X �= G=f�1g � PSL(2, R )
但し

G := (�x yz w� 2 SL(2, R )����� x2, y2, z2, w2, xypn, zwpn 2 Z)(n := (H2)=2)� 関連する行列群をいくつか用意する.O(2, 1) := fA 2 GL(3, R ) j A�1241 1 �135A = 241 1 �135gSO(2, 1) := O(2, 1) \ SL(3, R )SO0(2, 1) := 単位行列を含む SO(2, 1)の連結成分
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Gとこれらの行列群は以下の可換図式で関係づけられる.F(X) �X���! Im �X inl.���! O(B) ����! O(2, 1)�??y x??inj. x??inl.G=f�1g inl.���! PSL(2, R ) ����! SO0(2, 1)surj.x??2:1 surj.x??2:1G ���!inl. SL(2, R )
注意 特に Im �X ,! SO(2, 1)で, 行列式は正.
これは FMTの orientationの問題と関係する.
実はNS(X) �= ZHを仮定しなくても, 一般の Abel曲面について類似の性
質が成立する.
更にK3曲面についても orientationに関する主張が成立する.
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� 準同型�Æ p1, p2, ... , pNを n := (H2)=2の素因数 (重複なし)とする.
写像 e�i : Z ! f0, 1g = Z=2Z (i = 1, 2, ... , N)をe�i(m) = ordpi(m) mod 2
で定義. そして次の式で写像 e�を定義する.e� : Z ! (Z=2Z)�Nm 7! ( e�1(m), e�2(m), ... , e�N(m)).Æ Gの元 gに対し, adr � bs = �1かつ rs = nなる整数 a, b, , d及び自
然数 r, sが次の様にして一意に決まる.

G 3 g = �x yz w� = �apr bpsps dpr� .
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Æ g 2 Gに対し一意に決まる自然数 rを用いて�(g) := e�(r)と定義.
すると� : G! (Z=2Z)�Nは群準同型になる.
命題 群Gの構造定理Æ �は全射.Æ g := �pn 00 1� とするとg�1(ker�)g �= �0(n), g�1Gg � Norm(n).

但し �0(n) := f�a b d� 2 SL(2, Z) j  � 0 (mod n)g,Norm(n): �0(n)の SL(2, R )における正規化群.
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� Atkin-Lehner群との関連Norm(n)は Atkin-Lehner群と呼ばれ, modular関数のHeke作用素の研究で
重要な働きをする.GはNorm(n)に近いが, 一般には異なる. 群AL(n)を次で定義する.1 ���! �0(n) ���! Norm(n) ���! AL(n) ���! 1x?? � x??inj.1 ���! ker� ���! G ����! (Z=2Z)�N ���! 1

AL(n) �= G2(n)� G3(n)� Yp:5 以上の n の素因数(Z=2Z)

ここでG2(n)とG3(n)は有限群で, 一般には Z=2Z ではない.

しかし, nの素因数に 2,3が含まれなければG �= Norm(n) .



4-1 双有理写像と不定方程式
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� 引き続きNS(X) �= ZH, n := (H2)=2とする.v = (r, dH, a) 2 Hev(X, Z)algは ` := 
v2� =2 2 Z>0を満たすとする.vに付随する 2次形式を次のように定義する.Qv(x, y) := �rx2 + 2dxypn� aq2
定理 次の不定方程式に p21, p1q1, q21 2 Z なる解があるとする.Qv(q1,�p1) = �1

Æ jp1jが最小の解をとる. するとGの元 g := � q1 �q2�p1 p2 � について,�X(�) = �gなる FMT �をとれば, �または� Æ DXが次の双有理写像
を与える. (DX(?) := RHom(?,OX), Y := MHX(p21, p1q1pn , q21))MHX(v) � � MbHY(1, 0,�`) �= Pi0Y � Hilb`(Y)



4-2 主偏極の場合 (向井の予想)
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定義Æ 2つの Z 係数 2次形式 ax2 + 2bxy + y2と a0x2 + 2b0xy + 0y2が同値def() A 2 GL(2, Z)があって tA �a bb �A = �a0 b0b0 0�Æ f(x, y) = ax2 + 2bxy + y2の判別式 det f := b2 � aÆ 判別式がDである 2次形式の類数 := 2次形式の同値類の数.

系 NS(X) �= ZH, X �= Pi0(X)( () n = 1) と仮定する.

この時G �= SL(2, Z), FM(X) = fXg.
判別式が `の 2次形式の類数が 1なら, FMT �が存在して双有理写像MHX(v) � � X� Hilb`(X)を引き起こす.
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注意 n = 1の時のQvの分類とMHX(v)の双有理同値類 (` � 10)` Qvの同値類 双有理同値類2,3,4,6,7,8 x2 � `y2 X� Hilb`(X)1 2xy, x2 � y2 X� Hilb1(X) �= X� X5 x2 � 5y2 X� Hilb5(X)2x2 + 2xy� 2y2 MHX(2, H,�2)9 x2 � 9y2 X� Hilb9(X)2x2 + 2xy� 4y2 MHX(2, H,�4)10 x2 � 10y2 X� Hilb10(X)3x2 + 2xy� 3y2 MHX(3, H,�3)



4-3 関連する結果, 今後
29 / 29

� 未解決問題 : (向井の予想 2) NS(X) �= ZHかつX �= Pi0(X)なら(2`+ 2)-次元の安定層のモジュライの双有理同値類の数?= 判別式が `の 2次形式の類数.Æ 2 � ` � 10なら成立.� NS(X) �= ZHかつX �= Pi0(X)なら 8次元以下のモジュライはPi0(X)� Hilb`(X)と同型.� NS(X) �= ZHでなくても,hu, vi = �1かつ 
u2� = 0なる Chern指標 uがあればMHX(v)はX� Hilb`(X)と双有理同値.Æ 但し, 双有理写像の具体的構成は不明.
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