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AGT予想とは?L. F. Alday, D. Gaiotto, Y. Tahikawa,"Liouville Correlation Funtions from Four-dimensional Gauge Theories",Lett. Math. Phys. 91 (2010), arXiv:0906.3219.

物理的には次の事を主張している:4次元 N = 2 U(2) SYM理論 ?= (2次元) Liouville場の理論
今日の話では, そのうち数学的に formulateするのが簡単な

ランク 2 のNekrasov 分配函数 (代数幾何学的/組み合わせ論的対象)=?
共形場理論のある相関関数 (Virasoro代数の表現論の対象)

という場合を中心にお話しします.
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x1. Nekrasov分配函数
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Nakajima-Yoshioka, Invent. math. 162 (2005),Nekrasov, Adv. Theor. Math. Phys. 7 (2003)xx1.1. 幾何学的定義� M(r,n) : P2 上のランク r, 2 = nの枠付き torsion free層のモジュライ� ADHM desription :

M(r, n) = 8<:(B1, B2, j, k) ����� B1, B2 2 End(C n),j 2 Hom(C r , C n),k 2 Hom(C n, C r) s.t. (1)&(2)9=;ÆGLn(C )(1)[B1, B2℄ + jk = 0(2)Bi(S) � S かつ Imj � S なる真部分空間 S � C n は存在しない.� G := T2 � T r�1 の作用 (T := C �):(B1, B2, j, k) 7! (t1B1, t2B2, js�1, t1t2sk)ti 2 T , s = (s�)r�=1 2 T r , Y� s� = 1
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� "4-dim U(r) pure gauge theory"の分配函数ZNf=0,instrank=r (x; �1, �2,�!a ) = Z(x; �1, �2,�!a ):= 1Xn=0 xn ZM(r,n) 1 (1 2 H�G(M(r, n)))

= 1Xn=0 xn lim~!0 ~2nr 2nrXi=0(�1)ih[Hi(M(r, n),O)℄�� t1=e�~�1t2=e�~�2s�=e�~a�� G同変コホモロジーの局所化定理により, これは組み合わせ論的な表示を持つ.

実は Gの作用に関する固定点が r個の分割の組でパラメトライズ出来ることが分
かるので, 分配函数は次の形をもつ.

Z(x; �1, �2,�!a ) =X�!Y xj�!Y je(T�!Y )

ここで

�!Y = (Y1, ... , Yr) : r個の分割, j�!Y j := jY1j+ � � � + jYrj.



xx1.2. 分割, Young図形
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� 分割 � = (�1,�2, ... ,�`) : 非増加自然数列 (�1 � � � ��` � 1) もしくは空数
列 ; = () = (0)のこと.j�j := �1 + � � �+ �` : 箱の総数, `(�) := ` : 長さ� ` n def() �は分割で j�j = n.� 分割 �の Young図形:

�1個�2個

�`�1個�`個

-? j
i
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� (relative) armと leg� : 分割, � = (i, j) : 箱a�(�) := �i � j : arm, `�(�) := �_j � i : leg
但し �_は �の転置, �i := (�i (i � `(�))0 (i > `(�))E.g. � = (3, 2, 1, 1) �_ = (4, 2, 1)

(3, 2, 1, 1) (4, 2, 1)� = (1, 1) a�(�) = �1 � 1 = 3� 1 = 2 a�(�) = �1 � 1 = 2, `�(�)= �_1 � 1 = 4� 1 = 3 `�(�) = �_1 � 1 = 3� = (4, 3) a�(�) = �4 � 3 = �2, `�(�) = �_3 � 4 = �3



xx1.3 組み合わせ論的定義
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� r 2 Z�1 : ランク, x, �1, �2,�!a = (a1, ... , ar) : 不定元

Z(x; �1, �2,�!a ) =X�!Y xj�!Y jQ1��,��r n�!Y�,�(�1, �2,�!a )�!Y = (Y1, ... , Yr) : r組の分割, j�!Y j := jY1j + � � �+ jYrj,n�!Y�,�(�1, �2,�!a ) := Y�2Y�[�`Y�(�)�1 + (aY�(�) + 1)�2 + a� � a�℄� Y�2Y�[(`Y�(�) + 1)�1 � aY�(�)�2 + a� � a�℄.
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� 以下次のように略記する.Z�!Y (�1, �2,�!a ) := [ Y1��,��r n�!Y�,�(�1, �2,�!a )℄�1,

Zn(�1, �2,�!a ) := Xj�!Y j=nZ�!Y (�1, �2,�!a )

E.g. r = 1 : ZY = 1nY11(�1, �2)nY11 = Q�2Y[�`Y(�)�1 + (aY(�) + 1)�2℄[(`Y(�) + 1)�1 � aY(�)�2℄Z0 = Z(;) = 1, Z1 = Z(1) = 1�1�2Z2 = Z(2) + Z(1,1) = 12�2(�1 � �2)�2�1 + 1�2�1(�2 � �1)2�1 = 12�21�22Z3 = Z(3) + Z(2,1) + Z(1,1,1) = � � � = 16�31�32
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� 実は r = 1の時はZr=1(x; �1, �2) =Xn=0 xnZn(�1, �2) = exp( x�1�2 )E.g. 2. r = 2Z1 = Z(1),; + Z;,(1)= 1�1�2(a1 � a2)(�1 + �2 + a2 � a1) + 1(�1 + �2 + a1 � a2)(a2 � a1)�2�1Z2 = Z(2),; + Z(1,1),; + Z(1),(1) + Z;,(1,1) + Z;,(2)r = 1の時と違い, Zの"分かり易い表示"はなさそう...



xx1.2. Nakajima-Yoshiokaの爆発公式
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� Zは �1, �2についての双線形方程式を満たす.� �1,�2(�, x) := ddu ���u=0 xu�(u) Z 10 dtt tu e�t�(e�1t � 1)(e�2t � 1)eZ(x; �1, �2,�!a ) := exp[� X1�� 6=��r �1,�2(a� � a�; x)℄Z(x; �1, �2,�!a )

(D(�1,�2)x )m(f, g) := � ddy�m f(x + �1y)g(x + �2y)���y=0 としてX�!k [D(�1,�2)log x � 112(�1 + �2)(r� 1)℄d

(eZ(x; �1, �2 � �1,�!a + �1�!k ), eZ(x; �1 � �2, �2,�!a + �2�!k ))= (0 1 � d � 2r � 1eZ(x; �1, �2,�!a ) d = 0
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但し

�!k は f�!k = (k1, ... , kr) 2 Zr j Pr�=1 k� = 0g を走る.� 上の方程式系を爆発公式 (blow-up formula)という.� 証明は blowupした bP2 上でのモジュライの記述を用いる.� 爆発公式は Zを一意に決定する方程式系である (d = 1, 2の 2本の式から Zn

に関する漸化式が導かれる).� 爆発公式はNekrasov予想の解決に用いられた.



x2. Virasoro代数
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xx2.1 定義� Vir : 中心拡大された Lie代数 2 C : entral harge,

生成元 : Ln (n 2 Z)

関係式 : [Ln, Lm℄ = (n�m)Ln+m + 112n(n2 � 1)Æn+m,0� 三角分解 : Vir = Vir,+ � Vir,0 � Vir,�Vir,� := ��n2Z>0C Ln, Vir,0 := C L0 � C� U(Vir)の PBW基底 : fL��Ln0L� j n 2 Z�0, �,� : 分割 g

但し分割 � = (�1, ... ,�`)に対し L� := L�` � � � L�1, L�� := L��1 � � � L��`



xx2.2 Verma加群 Mh
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h 2 C : highest weightC h := C jhi : 1次元 (Vir,+ � Vir,0)表現Ln jhi = 0 (n > 0), L0 jhi = h jhiMh := IndVirVir,+�Vir,0C hweight分解 : Mh = �n2Z�0Mh,n, Mh,n := fv 2 Mh j L0v = (h + n)vgMh,nの基底 : fL�� jhi j � ` ng

双対 Verma加群 M�hM�h := IndVirVir,��Vir,0C �hC �h := C hhj : 1次元 (Vir,� � Vir,0)表現hhj Ln = 0 (n < 0), hhj L0 = h hhjweight分解 : M�h = �n2Z�0M�h,n, M�h,n := fv 2 M�h j vL0 = (h� n)vgM�h,nの基底 : fhhj L� j � ` ng



xx2.3 Shapovalov form
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� � : M�h �Mh ! C : bilinear formhhj � jhi = 1, hhj L� � L�� jhi = X�1,�2,n Æ�1,;Æ�2,;�1,�2,nhn(L�L�� PBW= X�1,�2:分割n2Z�0 �1,�2,nL��1Ln0L�2)

� この時 uLn � v = u � Lnv (u 2 M�h, v 2 Mh)
そこで hhj L�L�� jhi := hhj L� � L�� jhi, uv := u � v 等と略記する.� hhj L�L�� jhi = 0 unless j�j = j�j� hhj L�L�� jhi = hhj L��L� jhi.



xx2.4. Ka determinant
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� Kn := (hhj L�L�� jhi)�,�`nとするとdet Kn = Yr,s2Z�11�rs�n(h� hr,s)p(n�rs)
但し p(m) := #f� j � ` mg,

hr,s := 148[(13� )(r2 + s2)� 24rs� 2(1� )+p(1� )(25� )(r2 � s2)℄

証明には自由場表示を用いる. (Feigin-Fuhs, 1980's.)� Single pole phenomena [K. Brown, J. Algebra (2003)℄K�1n の各成分は hについて高々1位の極しかもたない.

注意 Shapovalov formの逆行列に関する同様の現象は, 有限次元 Lie環に関し
ても成立する. (Ostapenko, J. Algebra 147 (1992))



x3. Gaiottoの予想
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� AGTの元々の予想は共形場理論の onformal blok (P1 上の 4点相関関数, 及
びトーラス上の 1点関数)がNekrasov分配函数 (Nf = 4及び adjoint matter)
に一致することを予想した. ここでは 4点相関関数に関する主張の退化版の 1つ
を紹介する.Gaiotto arXiv:0908.0307xx3.1 Gaiotto state� � 2 C �x.Gaiotto state jGi 2 Mhとは, 次の条件を満たす元の事をいう.L1 jGi = �2 jGi, Ln jGi = 0 (n � 2), jGi = jhi + � � �� 双対 Gaiotto state hGj 2 M�h も同様に, 次の条件を満たすものの事をいう.hGj L�1 = �2 hGj, hGj L�n = 0 (n � 2), hGj = hhj + � � �
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� jGiは Virasoro代数のWhittakerベクトルとみなせる.� Whittakerベクトルとは? (Kostant, Invent. Math. 48 (1978))g : 有限次元 Lie環, n : gの極大冪零部分 Lie環� : n! C : Lie環の準同型 (entral harater)V : U(g)加群w 2 V が �に関するWhittakerベクトルdef() 任意の x 2 nに対し xw = �(x)w� Virasoroの場合は, gを Virに, nを Vir,+に置き換えればよい.�は L1と L2の行き先できまる.Gaiotto stateは �(L1) = �2, �(L2) = 0 で定まる �に対するWhittakerベク
トル



xx3.2 pure Gauge 分配函数に対する Gaiottoの予想
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予想 hG j Gi ?= Zr=2(x; �1, �2,�!a )
但し Virasoro Nekrasov 13 + 6(�1=�2 + �2=�1)h (�1=�2 + �2=�1 + 2)=4� (a2 � a1)2=�1�2� x1=4=(�1�2)
言い換え (Marshakov-Mironov-Morozov, Phys. Lett. B 682 (2009))

実は hG j Gi = P1n=0 �4n(K�1n )(1n,1n) なので(K�1n )(1n,1n) ?= (�1�2)4nZn(�1, �2;�!a )



xx4. Virasoro代数の表現論から見ると
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xx4.1. 証明の方針� 幾何学に帰着� 組み合わせ論に帰着� 表現論に帰着� 今回は主に 2番目と 3番目の立場で話をすすめる.� まずは 3番目に関する方針 : Znと (Kn)�1(1n,1n)が同じ漸化式を満たすことを
示す.Poghossian JHEP 0912 (2009), arXiv:0909.3412Fateev-Litvinov JHEP 1002 (2010), arXiv:0912.0504Hasadz-Jask�olski-Suhanek arXiv:1004.1841



xx4.2 Zamolodhikov-type reursion formula
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事実 [Fateev-Litvinov, Hasadz-Jask�olski-Suhanek℄a := a1 � a2として, Zn(�1, �2, a)は次の漸化式を満たす.Zn(�1, �2, a) = Æn,0 + Xr,s2Z�11�rs�n

Rr,s(�1, �2)Zn�rs(�1, �2, (r�1 � s�2)=2)4a2 � (r�1 + s�2)2
但し Rr,s(�1, �2) := 2 Y1�r�j�r1�s�k�s(r,s)6=(0,0)

(j�1 + k�2)�1

注意(1) 証明には Znの積分表示を用いる.(2) Fateev-Litvinovは adjoint matter付きの場合,Hasadz-Jask�olski-Suhanekはmatterが 2個以下の場合を証明している.
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� 従って pure gaugeのAGT予想は, 上の漸化式のパラメータの読み変えた

fn(h, ) = Æn,0 + Xr,s2Z�11�rs�n
eRr,s()fn�rs(hr,�s, )h� hr,s

が (Kn)�1(1n,1n)の漸化式になることに帰着されている.
注意

この型の漸化式は, Zamolodhikovが onformal blokに対して提唱したF(x; , h; h1, h2, h3, h4) = A(x, hi)H(x; , h; hi),H(x; , h, hi) = 1 +Xr,s Rr,s(x; r, s, ; hi)h� hr,s H(x; hr,�s + rs, hi)

に端を発する. .f. Al. Zamolodhikov, Comm. Math. Phys. 96 (1984); Theor.Math. Phys. 73 (1987)



x5. 組み合わせ論の立場から
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� 対称函数の理論を用いて hG j Giを表示し, Zの組み合わせ論的定義に一致す
ることをみたい...� jGiが Virasoro代数 Virの Verma加群MhのWhittakerベクトルであること
を思い出す.Mhの元で重要なものに特異ベクトルというものがある. それは Jak対称函数で
表わすことができる. (Mimahi-Yamada, Comm. Math. Phys. 174 (1995))jGiも Jak対称函数で表わすことができないだろうか?(Awata-Yamadaの考察. 本当は K理論版の AGT予想に関連して, Madonald対称函
数を用いて deformed Gaiotto stateが明示出来ることを観察したのが発端.)



xx5.1 Heisenberg 代数
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� Heisenberg 代数 H

生成元 : an (n 2 Z) 関係式 [an, am℄ = nÆn+m,0a0.
三角分解 : H = H+ �H0 �H� H� := ��n2Z+C an, H0 := C a0� F� : Fok加群 F� := IndHH0�H+C �
ここで C � = C j�iF は 1次元 (H0 �H+)表現,a0 j�iF = � j�iF , an j�iF = 0 (n 2 Z>0)F� の基底 : fa�� j�iF j � : 分割 g
ウェイト分解 : F� = �n�0F�,n, F�,n := fv 2 F� j a0v = (n + �)vg



xx5.2 Feigin-Fuhsの自由場表示
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� 次の準同型を (Feigin-Fuhsによる)Virasoro代数の自由場表示という.��0 : U(Vir(�0)) ! bU(H)Ln 7! Ln := 12 Xm2Z ÆÆaman�m ÆÆ � (n + 1)�0an
但し (�0) := 1� 12�20, ÆÆ ÆÆ は normal ordering.� 更にベクトル空間の同型f�0,� : Mh(�,�0) ! F�L�� jh(�,�0)i 7! L�� j�iF

は ��0 と整合的. 但し h(�,�0) := 112[(�� �0)2 � �20℄.



xx5.3 対称函数
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� �(N) : N変数 Z 係数の対称多項式環� �(N)n : n次の対称多項式の空間, �(N) =Ln�0 �(N)n� モノミアル対称多項式 : m(N)� (x) :=P�:�の異なる置換 x�1x�2 � � � x�`n � Nの時, fm� j � ` ngは �(N)n の基底.� 冪和対称多項式 : p(N)k := PNi=1 xki 2 �(N)k� �(N)n,Q := �(N)n 
Z Q , �(N)n,C := �(N)n 
Z C .� n � Nの時, �(N)n,Q の基底として fp(N)� j � ` ngが取れる.

但し分割 � = (�1, ... ,�`)に対して p(N)� := p(N)�1 p(N)�2 � � � p(N)�`



xx5.4 Jak 対称多項式
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� Jak対称多項式 P(N)� (x;�) 2 �(N)C は次で特徴づけられる.(i) P(N)� (x;�) = X��� �,�(�)m(N)� (x), �,�(�) 2 C , �,�(�) = 1(ii) H(N)� P(N)� (x;�) = �(N)� (�)P(N)� (x;�),H(N)� := NXi=1(xi ��xi )2 + � X1�i<j�N xi + xjxi � xj (xi ��xi � xj ��xj ),�(N)� (�) :=Xi (�2i + �(N + 1� 2i)�i).
但し (i)での分割の順序はドミナンス半順序.� � � def() j�j = j�j, Pik=1 �k �Pik=1 �k (i = 1, 2, ...).

また, (ii)の微分作用素H(N)� は Calogero-Sutherlandハミルトニアンと同等.� N � nなら fP(N)� (x;�)g�`nは �(N)n,C の基底



xx5.5 Fok加群と対称多項式
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� n � N, �0 6= 0の時, 次の対応でベクトル空間の同型ができる.g(N)�0,n : Lnk=1F�,k ! Lnk=1 �(N)k,Cu j�iF 7! F h�j exp(�0Xn>0 1nanp(N)n )u j�iF
更に次の C 代数の準同型を考えるj�,n : Lnk=1 bU(H)k ! End(�C )a�n 7! �0p(N)nan 7! n�0 ��p(N)n (n > 0)

但し bU(H)kは deg an := �nとして bU(H)を次数付けた時の k次斉次成分.

するとこれは g(N)�0,nと整合的.



xx5.6. Calogero-Sutherlandハミルトニアンの split form
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Awata-Matsuo-Odake-Shiraishi, Nul. Phys. B 449 (1995)� g(N)�0,n(j�;�,�0iF) = P(N)� (x;�) なる元 j�;�,�0iF 2 F� を考える.� bU(H) の元 bE�,�0 をbE�,�0 := Xn,m>0��0a�m�naman + ��0 a�ma�nam+n� +Xn>0 n(1� �)a�nan

で定めるとbE�,�0 ���;�,�0�F = ��(�) ���;�,�0�F , ��(�) :=Xi (�2i + �(1� 2i)�i).

また bE� := bE�,p�=2 で, �0 = (� � 1)=p2�とすればbE� = p2�Xn>0 a�nLn +Xn>0 a�nan �� � 1�p2�a0�



xx5.7. Gaiotto stateの自由場表示
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� Gaiotto stateを jGi =Pn2Z�0 �2njG, ni (jG, ni 2 Mh,n) と分解する.� jG, niF = f�0,�(jG, ni) 2 F�,n, j�;�iF := j�;�,p�=2 iF とする.
命題 [Y. arXiv:1003.1049℄Gaiotto stateは一意に存在する. それを jG, niF =P�`n �(�,�) j�;�iF と
展開すると �(�,�) =Y�2� 1a�(�) + 1 + �`�(�)� Y(i,j)2�nf(1,1)g �(j + 1) +p2��� (i + 1)�

� 証明は, split form bE�と Jak対称多項式のPieri公式 (箱 1つを増やす公式の
み) を用いて �の漸化式を導出し, 上記の関数がそれを満たすことをチェック
する.



xx5.8. 分配函数と Jak対称多項式
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� Verma加群上の Shapovalov form � : M�h �Mh ! C を思い出す.� これを対称多項式環上の内積で解釈できれば, Nekrasov分配函数を Jak対称
多項式の言葉のみで書きかえられるはず.� ! : Vir! Virを !(Ln) = L�nで定まる反準同型とすると,(L�� jhi , L�� jhi) := hhj!(L��) � L�� jhi でMh上に内積が決まる.� 一方, 無限変数の対称函数環 �C は, 冪和対称函数 pn := Pi xni を用いた基底fp� j � : 分割 gを持つ.� そして, Jak対称函数 P�(x;�)は, 次の �C 上の内積に関する直交基底である.hp�, p�i� := Æ�,���`(�)z�, z� :=Yi�1 imimi!

但しmi := #fk j �k = ig.
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� 実は, 内積空間としては (Mh, (�, �)) �= (�C , h�, �i2�)
特に, jGi =P� �2j�j�(�,�)P�(x;�)から(�1�2)4n XjY1j+jY2j=nZ(Y1,Y2)(�1, �2, a)?= Xj�j+j�j=n �(�,�)�(�,�) hP�(x;�), P�(x;�)i2�

注意 内積のパラメータが 2�になるのは, !を Fok加群上の involution �で書
き直した時に次のようになることに起因する.�(an) = a�n (n 6= 0), �(a0) = a0 � 2�0, �(�0) = ��0,

物理の文献では Coulomb gas representationと呼ばれていたもの.



x6. K理論版
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Nekrasov分配函数と Virasoro代数には q類似がある. そこで, pure gauge版のAGT予想にも q類似があるはず.Awata-Yamada, JHEP 1001 (2010), arXiv:0910.4431xx6.1 K理論的Nekrasov分配函数Nakajima-Yoshioka, Transform. Groups 10 (2005)

ZK(x; �1, �2,�!a ) := 1Xn=0(xe�r(�1+�2)=2)nXi (�1)ih[Hi(M(r, n),O)℄

=X�!Y xj�!Y jQ1��,��r N�!Y�,�
但しN�!Y�,� := Y�2Y�(1� exp[`Y�(�)�1 � (aY�(�) + 1)�2 � a� + a�)℄Y�2Y�(1� exp[�(`Y�(�+ 1)�1 + aY�(�)�2 � a� + a�℄)



xx6.2 変形 Virasoro代数 Virq,t
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� q, t 2 C , p := qt�1

生成元 : Tn(n 2 Z)

関係式 : [Tn, Tm℄ = � 1X`=1 f`(Tn�`Tm+` � Tm�`Tn+`)

� (1� q)(1� t�1)1� p (pn � p�n)Æn+m,0

但し

1Xk=0 fkzk = exp[ 1Xn=1 (1� qn)(1� t�n)1 + pn znn ℄� t = q�, q = e~, ~! 0の limitで T(z) :=Pn2Z Tnz�nを

T(z) = 2 + �~2(z2L(z) + (1� �)24� ) + O(~4) (L(z) =X Lnz�n�2)

と展開すると fLngが Virの関係式を満たす. 但し  = 1� 6(1� �)2=�.



xx6.3 deformed Gaiotto state

35 / 40

� h 2 C , Mh : Virq,tの Verma加群Tn jhi = 0 (n > 0), T0 jhi = h jhiとなる jhiで生成される加群.deg Tn = �nでMhを次数付けできて, その時Mh = �n2Z�0Mh,n.� 双対 Verma加群M�h, その生成元 hhjも同様に定義.� deformed Gaiotto stateとは jGq,ti 2 Mhで次の条件を満たすもの.T1 jGq,ti = �2 jGq,ti, Tn jGq,ti = 0 (n � 2), jGq,ti = jhi + � � �� 双対ベクトル hGq,tjも同様に定義



xx6.4. K理論的 AGT予想
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予想 (Awata-Yamada)hGq,t j Gq,ti ?= ZKr=2(x; �1, �2,�!a )
但し Virq,t Nekrasovq e��1t e�2h e(a1�a2)=2 + e(a2�a1)=2� x1=4
注意 (1) 変形Virasoro代数の表現論は非常に難しく, 現状, matterを入れたK

理論的分配函数の変形Virasoro代数での対応物は分かっていない.(2) また, ランクが 3以上の時は, 変形W(slr)代数に対応するはずだが, それも
よく分かっていない.



xx6.5 Reursion formula
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命題 [Y. arXiv:1005.0216℄K理論的Nekrasov分配函数を ZK(�; q, t, Q) =Pn(�q=t)nZKn (q, t, Q)と展開
すると次の漸化式が成立する. (Q := ea1�a2)

ZKn (q, t, Q) = Æn,0 + Xr,s2Z1�rs�n R
Kr,s(q, t)ZKn�rs(q, t, qrts)Q� qrt�s

但し RKr,s(q, t) := �qrt�s Y1�jrj�j�jrj1�jsj�k�jsj(j,k) 6=(0,0)
(1� qjt�k)�1

�は rの符号の逆の意味.
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� 証明には次の積分表示を用いる.q1 := q, q2 := t�1, q3 := p�1 = q�1tとして

Zn(q, t, Q) = 1n!  1� q�13(1� q1)(1� q2)!n

� I � � � I nYi=1 dxi2�p�1 nYk=1P(xk; Q1=2, q3)Yi<j !(xj=xi; q1, q2, q3)

但し P(x; a, q) := x(x� a)(x� a�1)(x� qa)(x� qa�1)!(y; q1, q2, q3) := (y � 1)2(y � q3)(y � q�13 )(y� q1)(y � q�11 )(y� q2)(y � q�12 )



xx6.6 deformed Gaiotto stateとMadonald対称函数
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� Awata-Yamadaは jGq,tiの明示化も予想している.� まず変形Virasoro代数の自由場表示を考える.T(z) = �1(z) + �2(z),�1(z) = p1=2 exp[� 1Xn=1 1� tn1 + pn b�nn t�np�n=2zn℄

� exp[� 1Xn=1(1� tn)bnn pn=2z�n℄q�b0

�2(z) = p�1=2 exp[ 1Xn=1 1� tn1 + pn b�nn t�npn=2zn℄

� exp[ 1Xn=1(1� tn)bnn p�n=2z�n℄q��b0

ここで bnは [bn, bm℄ = n1� qjnj1� tjnj Æn+m,0b0 なる boson.
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� bn j0i = 0 (n > 0)なる j0iで生成される Fok加群をF0と書く.
すると Tnの作用がT0 j0i = h j0i, Tn j0i = 0 (n > 0)と書ける.� b�� j0i 7! p�でF0と �C との同型ができる. この同一視の下で
予想 (Awata-Yamada)

jGq,ti =X� �2j�jP�(x; q, t) Y(i,j)2� Q1=21� Qqjt�i q�i�j1� q�i�j+1t�_j �i

但し P�(x; q, t)はMadonald対称函数.
注意jGiを Jak対称函数で書く場合の証明で, split form bE�をMadonald差分作用
素D1の自由場表示で置き換えれば, 議論は殆どパラレルに進むが, T0の作用の
扱いが難しいために, 上記の予想の証明はできていない.
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