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x0 概要と目次
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Madonald対称函数はある差分作用素族の同時固有函数である.
この差分作用素族の自由場表示を考えると,B. Feiginと A. Odesskiiの導入した代数の類似物が現れる.
この代数構造と差分作用素族の性質を考察する.
また, 付随して現れる量子代数についても考える.[FHHSY℄ Feigin, 橋爪, 星野, 白石, Y.,"A ommutative algebra on degenerate C P1 and Madonald polynomials",J. Math. Phys., 50, 095215 (2009); arXiv:0904.2291.[FHSSY℄ B. Feigin, 星野, 柴原, 白石, Y.,"Kernel funtion and quantum algebras",arXiv:1002.2485.
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x1. Madonald対称函数
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参考 : I.G.Madonald, "Symmetri funtion and Hall polynomials" (2nd ed.).xx1.1. 対称多項式に関する記号� n : 正整数, q, t : 不定元� F := Q (q, t)� x = (x1, x2, ... , xn) : 変数� �n := Z[x1, ... , xn℄Sn : Z 係数,n変数の対称多項式の空間�n,F := �n 
 F� � = (�1,�2, ... ,�`) = (�1, ... ,�`, 0, 0, ...) : 分割(正整数の非増加数列, j�j :=Pi �i)� � : (分割に対する)ドミナンス半順序� � � def() j�j = j�j, Pik=1 �k � Pik=1 �k (i = 1, 2, ...).



xx1.2. Madonald差分作用素
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� Tq,xi : q 差分作用素Tq,xif(x1, x2, ... , xn) = f(x1, x2, ... , qxi, ... , xn).� D(n)r : �n,F 上のMadonald差分作用素 (1 � r � n)D(n)r := XJ�f1,2,...,ng#J=r
htr(r�1)=2 Yj2Jk=2J
txj � xkxj � xk Yj2J Tq,xji.

� m(n)� (x) := X�:�の異なる分割 x� : n変数モノミアル対称多項式.

e(n)r (x) := X1�i1<i2<���<ir�n xi1xi2 � � � xir : n変数基本対称多項式.



xx1.3. Madonald対称多項式
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� 長さ ` � nである分割 � = (�1, ... ,�`)について, Madonald対称多項式P(n)� (x; q, t) 2 �n,F は次の 2条件によって一意に決まる.P(n)� = m(n)� + X�>� (n)�,�m(n)� ((n)�,� 2 F),

D(n)1 P(n)� (x; q, t) = P(n)� (x; q, t) � e(n)1 (tns�).
ここで s� := (q�1t�1, q�2t�2, ... , q�`t�`, t�`�1, t�`�2, ...): スペクトルパラメータ.e(n)1 (tns�) = e(n)1 (q�1tn�1, ... , q�`tn�`, tn�`�1, ... , 1)=Pni=1 q�itn�i.



xx1.4. 可換差分作用素族と同時固有函数
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� P(n)� (x; q, t)はMadonald差分作用素族 fD(n)r j 1 � r � ng の同時固有関数.D(n)r P(n)� (x; q, t) = P(n)� (x; q, t) � e(n)r (tns�).� fD(n)r g達は可換.[D(n)r , D(n)s ℄ = 0 (1 � r, s � n).
注意. (有限変数の)Madonald多項式については, CherednikによるDAHAを
用いた理論が整備されている.



xx1.5. 対称函数環
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� 制限写像 �m,n : �m ! �n (m � n)�m,nf(x1, ... , xm) = f(x1, ... , xn, 0, ... , 0).
すると f(�m)m, (�m,n)m,ngは (環の)射影系になる.� � = Z[x1, x2, ...℄S1 := lim �n �n : Z 係数対称函数環, �F := �
 F .� m�(x) := X�:異なる � の置換 x� : モノミアル対称函数,

er(x) := Xi1<i2<���<ir xi1xi2 � � � xir , e�(x) := e�1 � � � e�` : 基本対称函数,

pr(x) :=Xi xri , p�(x) := p�1 � � � p�` : 冪和対称函数.

� fm�gと fe�gは �の Z 基底, fp�gは �
 Q の Q 基底.



xx1.6. Madonald対称函数 P�(x; q, t)
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� 各分割 �に対し P�(x; q, t) 2 �F が次の 2条件で一意に決定される.P� = m� + X�<� �,�m� (�,� 2 F),

hP�, P�iq,t = 0 for � 6= �.
ここで h�, �iq,tはhp�, p�iq,t := Æ�,�Yj�1 jmjmj!Yk�1 1� q�k1� t�k
で定まる �F 上の内積.� fP�(x; q, t)gは �F の基底になる.



xx1.7. 対称函数環上の差分作用素族
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参考文献 : [FHHSY, x3℄� D(n)r は制限写像 �m,nと整合的でない.

そこで E(n)r : �n,F = F [x1, � � � , xn℄Sn 上の差分作用素を

E(n)r := rXj=0 t�nr�(r�j+12 )(t�1; t�1)r�jD(n)j
で定義すると �n,n�1 Æ E(n)r = E(n�1)r Æ �n,n�1.
従って Er := lim �n E(n)r : �F ! �F がwell de�ned.� ErP�(x; q, t) = P�(x; q, t) � er(s�).
注意. Madonaldの教科書では E1のみ定義されている.



x2. Madonald差分作用素の自由場表示
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参考文献 : 白石, 「量子可積分系入門」(サイエンス社)xx2.1. 自由場表示� Heisenberg代数 hq,t : 生成元 an (n 2 Z), 関係式[an, am℄ = n1� qjnj1� tjnj Æn+m,0 a0

� 三角分解 : hq,t = h+q,t � h0q,t � h�q,t (h�q,t = M�n>0 Fan, h0q,t = Fa0).

� Fok表現Fq,t := Indhq,th+q,t�h0q,t(F � 1).F � 1は an � 1 = 0 (n > 0), a0 � 1 = 1で定義される 1次元 h+q,t � h0q,t加群.



12 / 38

� 次の同型で �F とFq,tを同一視する.Fq,t ���! �F a��1a��2 � � � a��` � 1 7! p�(x).� E 2 End(�F )の eU(hq,t)における実現 bEを Eの自由場表示という.
例 1. E1 2 End �F の自由場表示.�(z) := exp(Xn>0 1� t�nn a�nzn) exp(�Xn>0 1� tnn anz�n).

これを �(z) = Pn2Z �nz�nと (形式的に)級数展開した時の零モード �0で E1は
自由場表示できる. �0 = (t� 1)bE1 + 1.



xx2.2. Erの自由場表示
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参考文献 : 白石, CMP 263 (2006) 439{460.� Er (無限変数版のMadonald作用素) は次の様な自由場表示を持つ.bEr = [r℄t�1!r! h Y1�i<j�r$(zj=zi)ÆÆ�(z1)�(z2) � � � �(zr)ÆÆi1.
ここで [r℄x := 1� xr1� x , [r℄x! := [r℄x � [r � 1℄x � � � [1℄x,

$(y) := (1� y)(1� y�1)(1� t�1y)(1� t�1y�1),ÆÆ ÆÆ : hq,tでの normal ordering.[f(z1, ... , zn)℄1 : Laurent級数 f の定数項.



xx2.3. 今回の研究の動機 (の一部)
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� 作用素の合成 (e.g. Er Æ Es) を自由場表示で実現する.� 固有方程式 ErP�(x; q, t) = P�(x; q, t) � er(s�) の一般化として,O�P�(x; q, t) = P�(x; q, t) � P�(s�; q, t)
なる作用素O�の自由場表示を構成, ないし特徴づける..f.1. er(y) = P(1r)(y; q, t)..f.2. 有限変数のMadonald多項式 P(n)r に対する"横 1列の差分作用素"の
存在.

参考文献 : 野海, 2010年度数学会 無限可積分系セッション特別講演
「可換差分作用素と核函数」p. 18
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.f.2. つづき.H(n)r := X�2N nj�j=r
� Y1�i<j�n q�ixi � q�jxjxi � xj �� nYi,j=1 (txi=xj; q)�i(qxi=xj; q)�i �T�q,x

は F [D(n)1 , ... , D(n)n ℄に含まれ, 長さ ` � nの分割 �に対しH(n)r P(n)� (x; q, t) = P(n)� (x; q, t) � g(n)r (s�; q, t).
を満たす.

但し g(n)r (y; q, t) (1 � r � n) はXr�0 g(n)r (y; q, t)ur = exp � Xm�1 1m 1� tm1� qm nXi=1 ymi um�

で定義される対称多項式.
導出には梶原-野海の (q超幾何関数に関する)双対変換公式を用いる.



x3. 退化 C P1 上の Feigin-Odesskii代数A
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参考文献 : [FHHSY, x2℄xx3.1. Aの定義� q1, q2 : 不定元, F := Q (q1, q2), q3 := q�11 q�12 .� F -ベクトル空間An = An(q1, q2, q3)を次の様に定める.(i) A0 := F. n � 1ならAnの元 f = f(z1, ... , zn)は F係数 n変数対称有理式.(ii) f の極は対角線上のみに高々2位で存在.(iii) 任意の 0 � k � nについて �(0,k)f と �(1,k)f が存在して一致する.

但し �(�,k)f := lim�!� f(x1, ... , xn�k, �xn�k+1, ... , �xn).(degenerate C P1 ondition)(iv) n � 3なら次のwheel onditionを満たす.f(z1, q1z1, q1q2z1, z4, � � � ) = f(z1, q2z1, q1q2z1, z4, � � � ) = 0.
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例 2.Æ A0 = F.Æ A1 = F (条件 (iii)より定数函数のみ許される).Æ A2 = F z21 + z22(z1 � z2)2 � F z1z2(z1 � z2)2 .Æ A3 = 
�(3)(z), �(2,1)(z), �(1,1,1)(z)�.Æ dimF A4 = 5, dimF A5 = 7, dimF A6 = 11, � � � .



xx3.2. Shu�e積
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� f 2 Anと g 2 Amに対し Shu�e積 � を導入する.(f � g)(z1, � � � , zn+m) :=Sym�f(z1, � � � , zn) g(zn+1, � � � , zn+m) Y1���nn+1���n+m!(z�, z�)
�.

但し Symは対称化, !は次の有理式.!(z�, z�; q1, q2, q3) := (z� � q1z�)(z� � q2z�)(z� � q3z�)(z� � z�)3 .



xx3.3. 構造定理
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� 次数付きベクトル空間を A :=Ln�0Anと定める.
定理 1.(1) �はAの中で閉じている.(2) (A, �)は F上の単位的かつ結合的代数.(3) さらに可換である.(4) また dimFAnは nの分割数に等しい.
基底として f��(z; qi) j � : 分割 g (i = 1, 2, 3)が取れる. 但し�n(z; qi) := Y1�j<k�n (zk � qizj)(zk � q�1i zj)(zk � zj)2 ,

��(z; qi) := ��1(z; qi) � ��2(z; qi) � � � � � ��`(z; qi).

証明には次のGordon フィルトレーションが必要になる.



xx3.4. Gordon フィルトレーション
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� nの分割 � = (�1, ... ,�`)に対し, 線形写像 (特殊化写像)'(qi)� : An ! F(y1, � � � , y`)を次のように定める.f(x1, � � � , xn) 7! f(y1, qiy1, � � � , q�1�1i y1,y2, qiy2, � � � , q�2�1i y2,� � �y`, qiy`, � � � , q�`�1i y`)
また次の部分空間を定義する.A(qi)n,� := \�:n の分割�6�� ker'(qi)� .
ここで<はドミナンス半順序.
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例 3. q := q1Æ A2 = A(q)2,(2) = 
�(2)(z; q), �(1,1)(z; q)� ) A(q)2,(1,1) = ker'(q)(2) = 
�(2)�.Æ A3 = A(q)3,(3) = 
�(3)(z; q), �(2,1)(z; q), �(1,1,1)(z; q)�) A(q)3,(2,1) = ker'(q)(3) = 
�(3)(z; q), �(2,1)(z; q)�) A(q)3,(1,1,1) = ker'(q)(2,1) = 
�(3)(z; q)�.Æ A4 = A(q)4,(4) = 
�(4), �(3,1), �(2,2), �(2,1,1), �(1,1,1,1)�) A(q)4,(3,1) = ker'(q)(4) = 
�(4), �(3,1), �(2,2), �(2,1,1)�) A(q)4,(2,2) = ker'(q)(3,1) = 
�(4), �(3,1), �(2,2)�) A(q)4,(2,1,1) = ker'(q)(2,2) = 
�(4), �(3,1)�) A(q)4,(1,1,1,1) = ker'(q)(2,1,1) = 
�(4)�.
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例 3. (つづき)ÆA5 = A(q)5,(5) ) A(q)5,(4,1) ) A(q)5,(3,2) ) A(q)5,(3,12) ) A(q)5,(22,1) ) A(q)5,(2,13) ) A(q)5,(15).

Æ A6 = A(q)6,(6) ) A(q)6,(5,1) ) A(q)6,(4,2))A(q)6,(4,12)))A(q)6,(32)) A(q)6,(3,2,1))A(q)6,(3,13)))A(q)6,(23)) A(q)6,(22,12)) A(q)6,(2,14) ) A(q)6,(16).� Thm. 1の証明は, Gordonフィルトレーションと組み合わせ論を用いた純代数
的なものである.



x4. 交叉空間と自由場表示
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参考文献 : [FHHSY, x3℄xx4.1. 交叉空間
定理. 2. nの任意の分割 �に対してdimC �A(q�1)n,� \ A(t)n,�0� = 1.
但し �0は �の転置. また, 次の置き換えをした.q1 = q�1 2 C , q2 = t 2 C , F = Q (q1, q2) 7! C .jqj < 1, jtj > 1, qitj 6= 1 8 (i, j) 2 Z2 n f(0, 0)g.� この主張はAの言葉だけで記述されているが, その証明は今のところ自由場
表示を経てMadonald対称函数の性質に帰着するしかない. その為, 係数体を C

にしている.



xx4.2. 自由場表示と代数A
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� 頂点作用素 �(z) = ÆÆ exp ��Xn6=0 1� tnn anz�n�ÆÆ
を用いて, f 2 An(q�1, t)に対しO(f) 2 eU(hq,t) を次の様に定める.O(f) := ICn � nYj=1 dzj2�i zj � f(z1, � � � , zn)Qk<` !(zk, z`; q�1, t, qt�1)�(z1) � � � �(zn)

但し Cn := f(z1, ... , zn) 2 C n j jzij = 1g.
命題 1. (1) O(f � g) = O(f)O(g).(2) Oは単射.(3) O(�n(z; q�1)) = bEn.(4)M := ImO(�= A)として,M�= C [bE1, bE2, � � � ℄.

特に任意の f 2 AについてO(f) は P�(x; q, t)達を固有函数に持つ.



xx4.3. 作用素 bGn
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� bGn := (�1)nq(n2)(q; q)n [n℄q!n! O(�n(z; t)).� bErと bGsは次のWronski relationを満たす.Pnk=0(�1)k(1� qktn�k)bEn�kbGk = 0.
命題 2. bGrは次の差分作用素 Grの自由場表示である.GrP�(x; q, t) = P�(x; q, t) � gr(s�; q, t).
但し gr(y; q, t)は g(n)r (p.15) の無限変数版.
注意. 差分作用素Gr := lim �n G(n)r は次の様に実現できる.

G(n)r := t�rnq(r2)(�1)r(q; q)r rXk=0(�1)kq�(k2)q�k(r�k)(qr�k+1; q)kH(n)k .

ここでH(n)k は p.15の差分作用素.



xx4.4 定理 2の精密化
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� 定理 2は次のように精密化して示すことができる.

定理 2'. 次を満たす f� 2 An(q�1, t)が一意に存在し,
交叉空間A(q�1)n,� \ A(t)n,�0 を張る.O(f�)P�(x; q, t) = P�(x; q, t) � P�(s�; q, t).
但し s� := (q�1t�1, q�2t�2, q�3t�3, ...).� 証明には命題 1, 命題 2とHaimanによる P�の三角性に関する結果を使う.



x5. Ding-Iohara代数, 変形W 代数との関連
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[FHHSY, xx3-F, Appendix℄, [FHSSY℄� 今までの考察に現れた頂点作用素 �(z)は, 実はDing-Iohara代数の `レベル 1
表現'だと思える.xx5.1. Ding-Iohara代数� U = U(q, t)を次の様に定義される結合代数とする.
生成元 : x�(z) = Xn2Z x�n z�n,  �(z) = Xn2Z �n z�n, �1=2 (中心元)

関係式 :  �(z) �(w) =  �(w) �(z),  +(z) �(w) = g(+1w=z)g(�1w=z) �(w) +(z), +(z)x�(w) = g(�1=2w=z)�1x�(w) +(z),  �(z)x�(w) = g(�1=2z=w)�1x�(w) �(z),[x+(z), x�(w)℄ = (1� q)(1� 1=t)1� q=t �Æ(�1z=w) +(1=2w)� Æ(z=w) �(�1=2w)�,G�(z=w)x�(z)x�(w) = G�(z=w)x�(w)x�(z).
但し g(z) := G+(z)G�(z) , G�(z) := (1� q�1z)(1� t�1z)(1� q�1t�1z).



28 / 38
事実. (Ding-Iohara) U には (formalな)olorHopf代数の構造が入る.
余積は次のように定義される.�(�1=2) = �1=2 
 �1=2,�(x+(z)) = x+(z)
 1 +  �(1=2(1) z)
 x+((1)z),�(x�(z)) = x�((2)z)
  +(1=2(2) z) + 1
 x�(z),�( �(z)) =  �(�1=2(2) z)
  �(�1=2(1) z).
但し �1=2(1) = �1=2 
 1, �1=2(2) = 1
 �1=2.

注意. Ding-Ioharaは元々Uq(bg)のDrinfeld実現を変形して, Hopf代数Uq(g, sln)を作った. ここで g = fgi,j j 1 � i, j � n� 1gはgi,j(z) = gi,j(z�1)�1 を満たす解析函数.



xx5.2. レベル 1表現
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� U の表現は, �1=2が (t=q)�k=4で実現される時, レベル kと呼ばれる.� 以下の頂点作用素を定義する.�(z) := ÆÆ exp ��Xn6=0 1� tnn anz�n�ÆÆ ,

�(z) := exp �Xn>0 t�n � 1n (t=q)n=2a�nzn� exp �Xn>0 1� tnn (t=q)n=2anz�n�,

'+(z) := exp ��Xn>0 1� tnn (1� (t=q)n)(t=q)�n=4anz�n�,

'�(z) := exp �Xn>0 1� t�nn (1� (t=q)n)(t=q)�n=4a�nzn�.
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命題 3.Fq,t : anで生成されるHeisinberg代数 hq,tの Fok表現 (p. 11).
すると U のFq,t上のレベル 1表現 �が次で定まる.�(�1=2) = (t=q)�1=4, �( �(z)) = '�(z),�(x+(z)) =  �(z), �(x�(z)) = �1�(z).
但し  2 Q (q1=2, t1=2) n f0g.

注意. 今回扱った 2(ないし 3)パラメータのDing-Iohara代数は, 我々の研究と
ほぼ同時期に, 別の研究にも現れている.B. Feigin, A. Tsymbaliuk, "Heisenberg ation in the equivariant K-theory ofHilbert shemes via Shu�e Algebra", arXiv:0904.1679.O. Shi�mann, E. Vasserot, "The ellipti Hall algebra and the equivariant K-theoryof the Hilbert sheme of A 2", arXiv:0905.2555.B. Feigin, E. Feigin, M. Jimbo, T. Miwa, E. Mukhin, "Quantum ontinuous gl1",arXiv:1002.3100, 1002.3113.



xx5.3. Wq,p(sln)代数との関係
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� �y1 
 � � � 
 �yn : n重テンソル表現.�(2) := �, �(n) := (id
 � � � 
 id
�) Æ�(n�1).�(n)y : 以下で定義されるレベル nの表現.�(n)y := �y1 
 � � � 
 �yn Æ�(n).� t(z) := �(z)x+(z)�(z).

但し �(z) := exp �� 1Xn=1 b�nznn � �n�, �(z) := exp � 1Xn=1 bnz�nn � �n�.b(z)は  � を +(z) =  +0 exp +Xn>0 bnn=2z�n!,  �(z) =  �0 exp �Xn>0 b�nn=2zn!

と展開して得られる boson. これは次の交換関係を満たす. (p := q=t)[bm, bn℄ = 1m(1� q�m)(1� tm)(1� pm)(m � �m)�jmjÆm+n,0.
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� fk(z) := exp � 1Xn=1 (1� qn)(1� t�n)(1� p(k�1)n)1� pkn zn�.
命題 4. �(n)y (t(z)) = Pni=1 yi�i(z), で f�i(z)g を定義すると, これらはWq,p(sln)の生成元の関係式を満たす.

fn(w=z)�i(z)�j(w) = ÆÆ�i(z)�j(w)ÆÆ �8><>:1 i = j,+(z, w; q, t) i < j,�(z, w; q, t) i > j.

但し �(z, w; q, t) := (z� q�1w)(z� qt�1w)(z� w)(z� t�1w) .



x6. 楕円類似
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[FHHSY x4℄xx6.1. 楕円 Feigin-Odesskii代数A(p)� q1 = q�1, q2 = t, q3 = q�11 q�12 , p 2 C ,jqj < 1, jt�1j < 1, jpj < 1, jpq�1tj < 1, qitjpk 6= 1 8(i, j, k) 2 Z3 n f(0, 0, 0)g.� C ベクトル空間An(p) = An(q1, q2, q3, p)を以下の条件で定める.(i) A0(p) := C . n � 1なら, f(x1, ... , xn) 2 An(p)は 2重周期性f(x1, ... , e2�p�1xi, ... , xn) = f(x1, ... , pxi, ... , xn) = f(x1, ... , xn)

を満たす対称函数.(ii) f の極は高々2位で, 対角線とそれらの pシフト上のみに位置する.(iii) n � 3なら f 2 An(p)はwheel onditionを満たす.f(x1, q1x1, q1q2x1, x4, ...) = 0, f(x1, q2x1, q1q2x1, x4, ...) = 0.
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� A(p)上の Shu�e積は, Aでの定義の !を!(x, y; q1, q2, q3, p) := �p(q1y=x)�p(q2y=x)�p(q3y=x)�p(y=x)3 ,�p(x) := (p; p)1(x; p)1(p=x; p)1

で置き換えればよい.

命題 5. (A(p), �)は可換代数で, f��(x; qi, p)gを基底にもつ. 但し�� := ��1 � � � � � ��` (� = (�1, ... ,�`)),�n(x1, ... , xn; qi, p) := Y1�j<k�n �p(qixj=xk)�p(xj=qixk)�p(xj=xk)2 .



xx6.2. Ruijsenaars作用素と楕円類似
35 / 38

� 頂点作用素 �(z)の楕円類似 �(z; p)を次の様に導入する.�(z; p) = exp �Xn>0 1� t�nn 1� pnq�ntn1� pn a�nzn� exp ��Xn>0 1� tnn anz�n�.

� [�(z)℄1は E1の自由場表示であったが, [�(z; pq�1t)℄1は次の Ruijsenaars 楕
円差分作用素 (の 1階版)と関係する.D1n(p) := nXi=1 Yj 6=i �p(txi=xj)�p(xi=xj) Tq,xi.

� しかし, Feigin-Odesskii代数の枠組みで高階の Ruijsenaars作用素を理解する
ことは, 今の所できていない.



xx6.3. Okounkov-Pandharipande作用素との関連
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� q = e~, t = e�~として, ~! 0での極限を考えたい.bosonとして anの代わりに次の �nを考える.[�m,�n℄ = � 1m (1� qm)(1� t�m)(1� pmq�mtm)1� pm Æm+n,0.�nを用いると �(z; p)は簡単にかけて�(z; p) = ÆÆ exp �Pn6=0 �nz�n�ÆÆ .� an : Virasoro 代数の Feigin-Fuhs自由場表示に用いられる boson.[am, an℄ = mÆm+n,0anと �nの関係式は�n = 1jnjs�(1� qjnj)(1� t�jnj)(1� pjnjq�jnjtjnj)1� pjnj � an.
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� 直前の式を ~で展開すると�n = ��1=2~+ n4 1 + pn1� pn (1� �)�1=2~2

+n296  4(2� 3� + 2�2)�1=2 � 3(1 + pn)2(1� pn)2 (1� �)2�1=2! ~3 + O(~4)� � an.

� ��(z; p)�1は次の ~展開を持つ.��(z; p)�1 = 1 + �Xn�1 a�nan~2 + ��(1� �)Xn�1 n2 1 + pn1� pna�nan

+�3=22 Xn,m�1�a�nanan+m + a�n�manam��~3 + O(~4).

注意. 最後に現れた式の ~3の項はOkounkov-PhandharipandeがHilb(A 2) の量
子コホモロジーの計算に用いた演算子M(q, t1, t2)と一致する.



x7. 今後の課題
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� Ruijsenaars作用素との関連.� 幾何学的表現論との関連.� 古典極限.� 他の root系での類似.� Ding-Iohara代数の研究.� Heke環との関連.
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