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Abel曲面について, Fourier-向井変換のコホモロジー上で

の作用を調べ,

安定層のモジュライと点のHilbertスキームとの間の

双有理写像を具体的に構成する.

(吉岡康太先生との共同研究.

arXiv:0906.4603 Semi-homogeneous sheaves, Fourier-Mukai

transforms and moduli of stable sheaves on abelian surfaes)

0. イントロ (安定層のモジュライと Fourier-向井変換)

1. Abel曲面上の Fourier-向井変換

2. 半等質層と半等質表示

3. 主定理 (向井先生の予想について)

4. モジュライとHilbertスキームとの双有理写像
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� 本当はベクトル束全体のモジュライを考えたいが,これは \

大きすぎて"スキームではパラメトライズできない. 安定性を

導入してこの問題を解決する.

� 非特異射影曲面 (S, H)上の torsion free 層 Eが

H-安定

def

() 任意の部分層 F � Eに対し n� 0で

�(F(nH))=rank(F) < �(E(nH))=rank(E)

� 安定層のモジュライ

M

H
S

(r, �, a) := fH-安定な S上の torsion free層 E j

rank(E) = r, 

1

(E) = �,�(E) = ag

Æ GIT商により準射影スキームとして構成される.

Æ しかし, 構造はすぐには分からない.

空か否か, 既約性, 特異点, Hへの依存性 � � �
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安定層のモジュライは点のHilbertスキームと関連する.

Hilb

`

(S) := fZ j S上の長さ `の �nite subshemeg

Æ Hilb

`

(S) = M

H
S

(1, 0, `)

Æ Serre対応 : (階数 2 の)ベクトル束の構成法. イデアル

層 I

Z

の拡大としてベクトル束を得る.

Æ Fourier-向井変換: 標準層が自明な場合, モジュライと

Hilbertスキームとの間の双有理写像が構成できる.
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� Fourier-向井変換 (FMT)

X, Y : 非特異射影多様体.

p

X

: X� Y ! X, p

Y

: X� Y ! Y : 自然な射影.

E

�

: Coh(X� Y)の有界導来圏D(X� Y)の対象.

FMTの (積分)核と呼ばれる.

�

X!Y

E

�

: D(X)! D(Y) equivalene

? 7! R p

Y�

(p

�
X

(?)

L


 E

�

)

� 今回は Abel曲面上の層のモジュライに注目し, FMT

によってモジュライ間の双有理写像を構成する.
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� X, Y : Abel曲面 (C 上)

� : D(X)! D(Y) : FMT

� �は ohomology上の同型を誘導する.

D(X)

�

���!

�

D(Y)

h

?
?
y

?
?
y

h

H

ev

(X, Q )

�

H

���!

�

H

ev

(Y, Q )

S S

H

ev

(X, Z) ���!

�

H

ev

(Y, Z)

次の pairingに関してH

ev

(�, Z)上の isometryを誘導する.
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� 向井 pairing :

v = (r

1

, �

1

, a

1

), w = (r

2

, �

2

, a

2

)

2 H

ev

(X, Z) = H

0

(X, Z) � H

2

(X, Z) � H

4

(X, Z)

に対し

hv, wi :=

R

X

(�

1

[ �

2

� r

1

[ a

2

� r

2

[ a

1

).

Æ (H

ev

(X, Z), h�, �i)はU

?4

(hyperboli lattieの直和) と

同型.

Æ Grothendiek-Riemann-Rohから

hh(E), h(F)i = ��(E, F).
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� (向井. 1984)

H: Abel曲面 X 上の ample divisor

Æ M

H
X

(v)は非特異で次元は




v

2

�

+ 2

Æ vが原始的 (他の Chern指標wの整数倍になっていな

い) かつHが vに関し generi なら, M

H
X

(v)は射影的

Æ しかし, 空で無いための条件は不明だった.　

� (吉岡. 2003)

vが原始的かつHが vに関し generiなら, M

H
X

(v)は空

ではなくかつ既約
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� (D.Orlov, 2002)

(1) v : 原始的 かつ




v

2

�

= 0 である Chern指標.

Æ Y := M

H
X

(v)は Abel曲面

Æ もし普遍族 EがY � X上にあれば,

�

X!Y

E

: D(X)! D(Y)は equivalene

(普遍族 E 2 Coh(Y � X) :

Ej

fyg�X

は Chern指標が vである半等質層.)

(2) X, Y : Abel曲面, � : D(X)! D(Y) : equivalene

Æ 9v : 原始的かつ




v

2

�

= 0である Chern指標 s.t.

Y

�

=

M

H
X

(v),

Æ 9E : Y � X上の普遍族 9k 2 Z s.t. �

�

=

�

X!Y

E

[k℄.
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� 半等質層 E :




h(E)

2

�

= 0を満たす連接層のこと.

Æ 半等質ベクトル束Eは次をみたす:

8p 2 X, 9L 2 Pi(X) s.t. T

p

�

E

�

=

E
 L.

Æ 半等質層は任意の偏極Hについて半安定.

Æ 半等質層が安定 () h(E)は原始的.

� FMTと半等質層

Æ Abel曲面上の FMTの核は必ず安定半等質層の普遍族.

Æ FMTで半等質層は (up to shiftで)層にうつる.
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層 Fの semi-homogeneous presentation (半等質表示):

0 ! F ! E

1

! E

2

! 0, or

0 ! E

1

! E

2

! F ! 0.

E

1

, E

2

: 半等質層 s.t.

h(E

i

) = `

i

v

i

, `

i

2 Z, v

i

: 原始的 Chern指標

と表した時に

hv

1

, v

2

i = �1, (`

1

� 1)(`

2

� 1) = 0.
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� 安定層 Fに半等質表示

0 ! F ! E

1

! E

2

! 0

が存在したと仮定. さらに v(E

1

) = v

1

, v(E

2

) = `v

2

だ

とする.

Æ 仮定 hv

1

, v

2

i = �1からM

H
X

(v

2

)� X上に普遍族Eが

あって, Ej

fyg�X

は Chern指標が v

2

である半等質層.

Æ Y := M

H
X

(v

2

)とおく. FMT � := �

X!Y

E

_

によって以

下の完全列を得る.
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0 ! �

0

(F) ! 0 ! 0

! �

1

(F) ! 0 ! 0

! �

2

(F) ! �

2

(E

1

) ! �

2

(E

2

) ! 0

0 ! �

0

(F) ! 0 ! 0

! �

1

(F) ! 0 ! 0

! �

2

(F) ! O

Y

! O

Z

! 0

ここでZはYの �nite subsheme.

よって�(F)は �nite subshemeのイデアル層と up to

shiftで同型.

Æ 半等質表示があれば, モジュライとHilbert スキームの

間に写像がつくれる
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� 仮定：数値的な条件のみで記述される.

Æ NS(X)

�

=

ZH.

Æ Chern指標 vに関する次の不定方程式に解が存在.

v = �(v

1

� `v

2

),

v

1

, v

2

: primitive Chern harater,




v

2

1

�

=




v

2

2

�

= 0, hv

1

, v

2

i = �1.

� 結論：安定層のモジュライM

H
X

(v)の generiな元は半

等質表示を持つ.

向井茂先生の 1980年の予想の解決

(「アーベル曲面上のベクトル束の分類について」数理解析講

究録 409 (1980), 予想 1')
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� FMT � : D(X)! D(Y) が ohomology 上に誘導す

る同型�

H

を ohomologial FMTと呼ぶ.

Æ D(X)

�

=

D(Y)ならNS(X)

�

=

NS(Y).

Æ よってNS(X)

�

=

Z なら, ohomologial FMTは 3次行

列で表現できる.

Æ 実際には, 次の定理が示せる:

NS(X)

�

=

Z の時, �

H

達のなす群は

G :=

n

�

x y

z w

�

2 SL(2, R )

j x

2

, y

2

, z

2

, w

2

,

xy

p

n

,

zw

p

n

2 Z

o

=f�1g

と同型. (n := (H

2

)=2)

Æ Gは Atkin-Lehner群というものと"殆ど一致する".
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� さらにX

�

=

Pi

0

(X)( () n = 1)と仮定すると,

M

H
X

(v)とHilb

`

(X)との間の双有理写像を具体的に構成

することができる.

` :=




v

2

�

=2, v = (r, dH, a)とおく.

Æ X

�

=

Pi

0

(X)ならG

�

=

SL(2, Z)=f�1g

� 結果: 判別式が `の 2次形式の類数が 1なら, FMT �



が双有理写像M

H
X

(v) � � � ! X� Hilb

`

(X)を引き起

こす.
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Æ 不定方程式 2dpq� ap

2

� rq

2

= �1の解 (p, q)のう

ち jpjが最小のものをとる.

Æ 行列

 :=

�

q �(dq� ap)

�p �(dp� rq)

�

2 SL(2, Z)

から FMT �



を一意に決めることができる.

� n 6= 1でも FMTの同様の記述が可能 (少し複雑になる

が).
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� NS(X)

�

=

ZHでなくても,

hu, vi = �1かつ




u

2

�

= 0なる Chern指標 uがあれば

M

H
X

(v)はPi

0

(X)� Hilb

`

(X)と双有理同値.

Æ 但し, 双有理写像の具体的構成は不明.

� 未解決問題:(向井先生の予想 2)

NS(X)

�

=

ZHかつX

�

=

Pi

0

(X)なら

(2`+2)-次元の安定層のモジュライの双有理同値類の数

= 判別式が `の 2次形式の類数.

Æ ` � 9なら成立.

� NS(X)

�

=

ZHかつX

�

=

Pi

0

(X)なら 8次元以下のモ

ジュライはPi

0

(X)� Hilb

`

(X)と同型.

� K3曲面については, 半等質層にあたるものの分類

(FMTの分類)すら難しい.
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ご清聴ありがとうございました
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