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断らない限り, 線形空間は体 K上のものとする.

問題 3.1. nを正整数とし, 数ベクトル空間 Kn の標準基底を e1, e2, . . . , en と書く.

(1) e1, e1 + e2, . . . , e1 + · · ·+ en が Kn の基底であることを示せ.

(2) e1, e2, . . . , en−1 が Kn の基底ではないことを示せ.

問題 3.2 (講義ノート例 1.3.7, 例 2.4.14). 不定元 xに関する K係数多項式全体がなす集合を K[x]で表す. 多
項式の和を加法とし, Kの元による積をスカラー倍とすることで, K[x]が無限次元線形空間になることを示せ.

問題 3.3 (講義ノート命題 3.1.3 証明). 線形空間 V と W が与えられていて, V の基底 v1, . . . , vn と W

の元 w1, . . . , wn が与えられているとする. 写像 fw : V → W を, 各 v ∈ V を v =
∑n

j=1 ajvj , aj ∈ K
(j = 1, . . . , n) と表して, fw(v) :=

∑n
j=1 ajwj で定める.

(1) fw(vi) = wi (i = 1, . . . , n) を示せ.

(2) fw が線形写像であることを示せ.

問題 3.4 (講義ノート補題 3.3.5). V,W を線形空間とする. 以下の主張を示せ.

(0) 恒等写像 idV : V → V は同型.

(1) 同型 f : V
∼−→W の逆写像 f−1 : W → V は同型.

(2) 二つの同型 f : U
∼−→ V と g : V

∼−→W の合成 g ◦ f : U → W は同型.

問題 3.5 (講義ノート定理 3.3.9). V を有限次元線形空間とし, B = (v1, . . . , vn)を V の順序付き基底とする.

写像 ϕB : Kn → V ,

( c1...
cn

)
7→

∑n
i=1 civi が同型であることを示せ.

問題 3.6 (c.f. 講義ノート定理 3.4.1証明). 有限地毛線形空間 V の基底 v1, . . . , vn が与えられているとする.

二つの線形写像 f, g : V → W について, f(vi) = g(vi) (i = 1, . . . , n) なら f = g であることを示せ.

1

https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~yanagida/2024B1.html


解答 3.1. (1) v =

( v1...
vn

)
∈ Kn として, c1, . . . , cn ∈ Kが∑n

i=1 ci(e1+ · · ·+ ei) = vを満たすと仮定する.

両辺の第 i成分を比較して ci + ci+1 + · · ·+ cn = vi (i = 1, . . . , n). この連立方程式を解いて cn = vn,

cj = vj − vj+1 (j = 1, . . . , n − 1). 従って e1 + · · · + ei 達は Kn を生成する. また v = 0 の場合は
c1 = · · · = cn = 0なので, e1 + · · ·+ ei 達は線形独立である.

(2) e1, . . . , en−1 の線形結合の第 n成分は 0だから, これらが生成する Kn の部分空間は Kn 全体にはなら
ない. よって Kn の生成系ではなく, 特に基底ではない.

解答 3.2. 線形空間であることは略. 無限次元であることを背理法で示す. 有限個の元からなる K[x] の基底
p1, . . . , pn が存在すると仮定する. 多項式 pi (i = 1, . . . , n) の次数を di と書き, d := max{d1, . . . , dn} とす
る. 仮定から xd+1 ∈ K[x]は pi 達の線形結合 p :=

∑n
i=1 aipi (ai ∈ K, i = 1, . . . , n) で書けるが, pの次数は

d以下だから, 次数 d+ 1の多項式 xd+1 と一致することはないので矛盾.

解答 3.3. (1) Kroneckerデルタを用いて vi =
∑n

j=1 δi,jvj と表せるので, fw(vi) =
∑n

j=1 δi,jwj = wi.

(2) 任意の a, b ∈ Kと u, v ∈ V に対して fw(au+ bv) = afw(u)+ bfw(v)を示せば良い. 適当な aj , bj ∈ K
(j = 1, . . . , n) が存在して u =

∑n
j=1 ajvj , v =

∑n
j=1 bjvj と表せるが, au+ bv =

∑n
j=1(aaj + bbj)vj

だから fw(au+ bv) =
∑n

j=1(aaj + bbj)wj = a
∑n

j=1 ajwj + b
∑n

j=1 bjwj = afw(u) + bfw(v).

解答 3.4. 略.

解答 3.5. まず ϕB が線形写像であることを示す. 任意の a, b ∈ K と x, y ∈ Kn に対し ϕB(ax + by) =

aϕB(x) + bϕB(y) を示せば良いが, x =

( x1...
xn

)
, y =

( y1...
yn

)
とすると ax + by =

(
ax1+by1...
axn+byn

)
だから,

ϕB(ax+ by) =
∑n

i=1(axi + byi)vi = a
∑n

i=1 xivi + b
∑n

i=1 yivi = aϕB(x) + bϕB(y) となって確かに成立.

次に ϕB(ei) =
∑n

j=1 δi,jvi = vi (i = 1, . . . , n) に注意する. すると, Kn の標準基底 e1, . . . , en と
ϕB ∈ Hom(Kn, V )及び V の基底 v1, . . . , vn に命題 3.3.8を適用して, ϕB は同型である.

解答 3.6. 任意の v ∈ V に対し f(v) = g(v)であることを示せば良いが, v =
∑n

i=1 civi, ci ∈ Kと書けて, 線
形性から f(v) =

∑n
i=1 cif(vi), g(v) =

∑n
i=1 cig(vi)だから, 仮定 f(vi) = g(vi) (i = 1, . . . , n) から f = gが

従う.
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