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問題. coshπx = 1
2 (exp(πx) + exp(−πx))の Fourier変換を導出しよう.∫ ∞

−∞

exp(−2πixξ)

coshπx
dx =

1

coshπξ
(ξ ∈ R). (∗)

(1) ξ ∈ R を固定し, 複素関数 f(z) := exp(−2πiξz)/ coshπz を考える. 下図の積分路 C による複素積分∫
C
f(z) dz を求めよ.

(2) 複素積分 Ir :=
∫ R+2i

R
f(z) dz と Il :=

∫ −R

−R+2i
f(z) dz が共に R → ∞で 0に収束することを示せ.

(3) 複素積分 ∫
C
f(z) dz の R → ∞における極限を考えて, (∗) を導出せよ.

0 R

R+ 2i

−R

−R+ 2i 2i

解答. (1) f(z)の分子 e−2πiξz は整関数だから, 極は分母が 0になる所, つまり e2πz = −1である所で, 積
分路の内部では α := i/2と β := 3i/2. z = αでの留数は, 極の位数が 1だから

Res
z=α

f(z) = lim
z→α

(z − α)f(z) = lim
z→α

e−2πizeπz
2(z − α)

e2πz + 1
= 2e−2πiξαeπα lim

z→α

(z − α)

e2πz − e2πα

= 2e−2πiξαeπα
((

e2πz
)′∣∣∣

z=α

)−1

= 2eπξi(2πe2πα)−1 = eπξ/(πi).

同様に z = β では Resz=β f(z) = 2e−2πiξβeπβ
((

e2πz
)′∣∣∣

z=β

)−1

= −e3πξ/(πi). よって留数定理から∫
C

f(z) dz = 2πi
(
eπξ/(πi)− e3πξ/(πi)

)
= 2(eπξ − e3πξ).

(2) まず Ir =
∫ R+2i

R
f(z) dz について. z = R+ iy, y ∈ [0, 2] ⊂ Rとすると, 十分大きい Rに対して

|f(z)| ≤
2
∣∣e2πξz∣∣

|eπz| − |e−πz|
≤ 2e2π|ξ|y

eπR − e−πR
≤ 2e4π|ξ|

eπR − e−πR

なので |Ir| ≤ 2 sup{|f(z)| ; z ∈ [R,R+ 2i]} ≤ 4e4π|ξ|

eπR−e−πR

R→∞−−−−−→ 0.

同様に, z = −R+ iy, y ∈ [0, 2]なら |f(z)| ≤ 2e4π|ξ|/(eπR − e−πR) なので, R → ∞で |Il| → 0.

(3) 積分路の下辺での積分を IR :=
∫ R

−R
f(x) dxと置くと, f(z + 2i) = exp(4πξ)f(z)より, 上辺での積分

は ∫ −R+2i

R+2i
f(z) dz = −e4πξIR. よって (1) で R → ∞として,

(1− e4πξ)I∞ = −2(e2πξ − 1). ∴ I∞ = 2
1− e2πξ

1− e4πξ
=

2

eπξ + e−πξ
=

1

coshπξ
.

コメント. 留数定理を使うところで 1点, R → ∞での評価で 1点, 残り 1点の計 3点満点で採点しました. 平
均点は 2.4点でした.

以上です.


