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問題 12.1 (講義ノート問題 12.2.2). a ∈ R>0 に対し, 次の二条件を満たす複素関数 f の集合を Fa と書く.

(i) f は水平帯 Sa := {z ∈ C | |Im(z)| < a}上の正則関数である.

(ii) 定数 A ∈ R>0 が存在して, 任意の z = x+ iy ∈ Sa に対し |f(z)| ≤ A/(1 + x2).

各 f ∈ Fa と ξ ∈ Rに対し, 積分
f̂(ξ) :=

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ dx ∈ C

が意味を持つ. こうして得られる複素数値の実関数 f̂ : R → Cを f の Fourier変換と呼ぶ. この時,

∞∑
n=−∞

f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)

が成立することを, 以下の手順で示せ. この等式を Poisson和公式と呼ぶ.

(1) f ∈ Fa と仮定し, 0 < b < aなる実数 bを固定する. N を正の整数として, 下図のような積分路 CN 上
で f(z)/(e2πiz − 1)を積分することにより, 次の等式を示せ.

N∑
n=−N

f(n) =

∫
CN

f(z)

e2πiz − 1
dz.

0 N + 1

N

N + 1
2 + ib−N − 1

2 + ib

−N − 1
2 − ib N + 1

2 − ib

(2) L1 := (−∞− ib,∞− ib), L2 := (−∞+ ib,∞+ ib)とする. 次の等式を示せ.

∞∑
n=−∞

f(n) =

∫
L1

f(z)

e2πiz − 1
dz −

∫
L2

f(z)

e2πiz − 1
dz.

(3) L1 上で 1/(e2πiz − 1) =
∑∞

n=1 e
−2πinz, L2 上で 1/(e2πiz − 1) = −

∑∞
n=0 e

−2πinz となることに注意
して, 結論の等式を示せ.

解答は講義ノートの該当箇所を参照して下さい.
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