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0 講義の概要
内容
初心者向け説明
Macdonald多項式はルート系対称性を持った多変数 q 直交多項式系で,近年様々な数学に現れています. こ
の講義の目標は, 代数的表現論やそれに関連した特殊函数論に興味を持つ人を主な対象として, 対称多項式
(GL型) の場合を中心にMacdonald多項式の理論の入門的概説をすることです.

この講義の全般的な参考文献は, 近刊の
[N23] M. Noumi, “Macdonald Polynomials — Commuting Family of q-Difference Operators and Their

Joint Eigenfunctions”, Springer Briefs in Math. Phys., Springer, 2023

です. また, その講義録版とも言える
[野 22] 野海正俊 述，齋藤洋介 記, “Macdonald多項式入門”, OCAMI Preprint Series, 22-16, 2022

も参考になります. その他に, 日本語で書かれているMacdonald多項式の解説が [白 03] – [三 04] など多数あ
ります.

Macdonald多項式のことを何も知らない人には, とりあえず [野 22, 第 0章] を眺めてみることをお勧めし
ます.

知識がある人向け説明
本稿の執筆は [N23] (及び [野 22]) の読書ノートとして始まりました*1. 集中講義も基本的に [N23] に沿っ

て有限変数版のMacdonald対称多項式の話をしますが, 細かい点で差異があります.

• 対称多項式と対称函数:

Macdonald-Cauchy核や Pieri公式といった変数の数によらない話については, [M95] に従って対称函
数 (無限変数対称多項式) を使って議論します (§ 3). そのため, 本稿には論理的一貫性に欠ける面があ
りますが, Macdonald 対称函数の話も是非知っておいて欲しいと思ってこの方針にしました. また細
かいことですが, 無限変数のMacdonald対称函数の射影によって, [N23] の方針で導入した有限変数の
Macdonald対称多項式が得られることの証明を書き下してみました (定理 3.1.2, § 3.2).

• アフィン Hecke環:

アフィン Hecke 環による Macdonald 多項式へのアプローチ (Macdonald-Cherednik 理論) は, [N23]

では最終章で概説されているだけですが, 本稿ではもう少し詳しく扱うことにしました (§ 4). また本文
では GL型しか扱いませんが, 付録 Aで一般のルート系の話を概説します.

• 二重アフィン Hecke環 (DAHA):

DAHAについても [N23]より詳しく扱うことにしました (§ 5). 特に Oblomkovの論文 [Ob04] を通じ
て, Ruijsenaars-Shneider系の変形量子化としてのMacdonald-Ruijsenaars系を, 幾何学的視点も交え
て説明します.

*1 筆者が理解する限り, [N23] の執筆動機は, 有限変数の議論だけ使って Macdonald 対称多項式の理論を構成し, [M95, Chapter

VI] にある諸性質の再導出をする, ということだと思います. その点で [N23] は非常に価値のある文献です.
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構成
集中講義の日程と合わせて説明します. 11/23 (木) が祝日のため講義は 4日間です.

1日目 とりあえず主対象を見せることを主眼として, かなり天下り的にMacdonald対称多項式を導入します.

一意存在定理 1.3.3の紹介が最初の目標です. また, 2変数の場合を中心に遊んでみます (§ 1).

2日目 高階の Macdonald-Ruijsenaars q 差分作用素を導入して, それらの可換性定理 2.2.1 (これも認める)

から定理 1.3.3 が従うことを説明します (§ 2.1, § 2.2). 冒頭に書いたように Macdonald 多項式は直
交函数系をなします (§ 2.3). 直交性と特殊値の対称性 (双対性, § 2.4) とが, GL 型に限らず, 一般の
Macdonald多項式に見られる基本性質です. これらの紹介をします.

続いて § 3では, [M95] に従って, GL型で明瞭になる性質*2を対称函数の理論を使って紹介します.

3日目 この時点で示していないMacdonald-Ruijsenaars q 差分作用素の可換性定理 2.2.1の証明を主目的と
して, アフィン Hecke 環によるアプローチ (Macdonald-Cherednik 理論) を GL 型の場合に説明しま
す (§ 4). 論理的には, この時点でMacdonald対称多項式の一意存在定理 1.3.3の証明が完結します.

4日目 特殊値対称性定理 2.4.2の証明を主目的として, GL型 DAHA (二重アフィン Hecke環) を導入します
(§ 5.1, § 5.2). 残った時間で変形量子化としての DAHA [Ob04] の概説をします (§ 5.3, § 5.4).

レポート問題
各節末にレポート問題があります. 単位が欲しい人は 1題以上解答して提出して下さい. 部分的な解答でも
構いません. おすすめ問題は

問題 1.1, 問題 3.1, 問題 4.1, 問題 4.2.

全般的な記号
これ以降, 本文は断定形で書く.

• A := B は, Aを B で定義することを表す. A :⇐⇒ B は, Aを条件 B で定義することを表す.

• Zは整数環, Qは有理数体, Rは実数体, Cは複素数体を表す.

• N := Z≥0 = {0, 1, 2, . . . }は非負整数全体のなす集合を表す.

• 有限集合 S に対し, その濃度 (元の個数) を #S 又は |S|で表す.

• 集合 S 上の Kroneckerデルタを, s, t ∈ S に対して δs,t := 1 (s = t), 0 (s 6= t) で定める.

• 断らない限り, 環や代数といったら単位元を持つ結合的なものを意味する.

• 群の単位元を 1と書く.

• 群 Gの生成元 X と関係式 Rによる表示を G = 〈X | R〉grp と表す. また群 Gとその部分集合 X が与
えられたとき, X が生成する Gの部分群を 〈X〉grp で表す. 特に部分集合が X = {x1, . . . , xn}と列挙
されているときは 〈x1, . . . , xn〉grp で表す.

• 群の場合と同様に, 可換環 F上の代数 Aの生成元 X と関係式 R による表示を A = 〈X | R〉F-alg と表
す. F代数 Aとその部分集合 X が与えられたとき, X が生成する Aの部分 F代数を 〈X〉F-alg で表す.

*2 Pieri 公式やタブロー表示の特別な場合など, 一部の性質は他のルート系でも知られていますが, 一般の場合の “良い” 公式を一般
のルート系の場合に見出すことは未解決問題 (のはず) です.



1 Macdonald対称多項式の概要 5

1 Macdonald対称多項式の概要
1.1 対称群と対称多項式
n ∈ Z>0 に対し, 集合 [n] := {1, 2, . . . , n}の置換群 Aut([n])を n次対称群 Sn と呼ぶ. その元 σ ∈ Sn を

σ =

(
1 2 · · · i · · · n− 1 n

σ(1) σ(2) · · · σ(i) · · · σ(n− 1) σ(n)

)
(1.1.1)

と表し, 置換と呼ぶ. 置換群の定義から, 群 Sn の積は置換 σ : [n]→ [n]の合成である. つまり
στ := σ ◦ τ, (στ)(i) = σ(τ(i)) (i ∈ [n]).

写像の合成は結合的なので, 群の結合律 (στ)µ = σ(τµ) (σ, τ, µ ∈ Sn) が成立する. また, (1.1.1)の σ ∈ Sn

の逆元は σ−1 =
(
σ(1) σ(2) ··· σ(n)
1 2 ··· n

) であり, 群 Sn の単位元は恒等置換 1 = id[n] = ( 1 2 ··· n
1 2 ··· n )である.

si ∈ Sn (i = 1, . . . , n− 1) を次で定義する.

si := (i, i+ 1) =

(
1 · · · i i+ 1 · · · n
1 · · · i+ 1 i · · · n

)
. (1.1.2)

Sn は s1, s2, . . . , sn−1 によって生成され, 以下の関係式を満たす.

s2i = 1, sisi+1si = si+1sisi+1, sisj = sjsi (|i− j| > 1). (1.1.3)

可換環 Rと n文字 x = (x1, . . . , xn)に対し, R係数の n変数多項式環を
R[x] = R[x1, . . . , xn]

と表す. 対称群 Sn は xの添え字の置換で作用する:

σ.xi := xσ(i) (σ ∈ Sn, i ∈ [n]). (1.1.4)

xの単項式を xα = xα1
1 · · ·xαn

n (α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn) と表すと, Sn の作用を
σ.xα := xα1

σ(1) · · ·x
αn

σ(n) (1.1.5)

と拡張できる. 更にR線形に拡張することで, SnのR[x]への忠実な作用 (群の単射準同型) Sn → Aut(R[x])

が定まる. つまり, 任意の多項式 f ∈ R[x]に対して次が成立する.

1.f = f, σ.(τ.f) = (σ.τ).f (σ, τ ∈ Sn),

定義 1.1.1. 多項式環 R[x]の対称多項式とは, 任意の σ ∈ Sn に対して σ.f = f となる元 f ∈ R[x]のことで
ある. 対称多項式全体のなす集合

R[x]Sn := {R[x]の対称多項式 } = {f ∈ R[x] | σ.f = f (∀σ ∈ Sn)}

は R[x]の部分環であり, 特に可換環. R[x]Sn を対称多項式環 (ring of symmetric polynomials) と呼ぶ.

いわゆる対称式の基本定理とは, 対称多項式環の構造定理のことである.

事実 1.1.2 (c.f. [岡 06, 定理 9.2]). 対称多項式環は基本対称式 (elementary symmetric polynomial)

er(x) :=
∑

1≤j1<···<jr≤nxj1 · · ·xjr (1.1.6)

の多項式環である:
R[x1, . . . , xn]

Sn = R[e1(x), . . . , en(x)].
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1.2 単項対称式と対称多項式空間の基底
多項式環 R[x] = R[x1, . . . , xn]への対称群の作用 (1.1.4), (1.1.5)を思い出そう. α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn と
して, xα = xα1

1 · · ·xαn
n への σ ∈ Sn の作用は

σ.xα = σ.(xα1
1 · · ·xαn

n ) = xα1

σ(1) · · ·x
αn

σ(n) = x
ασ−1(1)

1 · · ·x
ασ−1(n)
n

となる. そこで Sn の Nn への作用を

σ.α = σ.(α1, . . . , αn) := (ασ(1), . . . , ασ(n)) (σ ∈ Sn, α ∈ Nn) (1.2.1)

と定めると,

σ.xα = xσ
−1.α (σ ∈ Sn, α ∈ Nn). (1.2.2)

次の主張の証明は省略する.

補題 1.2.1. 作用 (1.2.1)による Nn の Sn 軌道分解は

Nn =
⊔

λ∈Pn
Sn.λ.

但し Pn は長さ n以下の分割 (分割の長さは (3.1.1)で定義する) 全体がなす集合である:

Pn := {λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Nn | λ1 ≥ · · · ≥ λn}.

[M95] に従って, Z係数の n変数対称多項式環を次のように表す.

Λn := Z[x]Sn .

定義 1.2.2. λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Pn に対し, 単項対称式mλ ∈ Λn を次で定義する.

mλ(x) :=
∑

α∈Sn.λ

xα =
∑

α=(α1,...,αn):
相違なる λ の置換

xα1
1 · · ·xαn

n .

但し Sn.λは作用 (1.2.1)による λ ∈ Nn の Sn 軌道.

例 1.2.3. n = 3の場合, mλ(x) = mλ(x1, x2, x3)を幾つか書き下すと

m(3)(x) =
∑

α∈S3.(3,0,0)

xα = x(3,0,0) + x(0,3,0) + x(0,0,3) = x31 + x32 + x33,

m(2,1)(x) =
∑

α∈S3.(2,1,0)

xα = x(2,1,0) + x(2,0,1) + x(1,2,0) + x(1,0,2) + x(0,2,1) + x(0,1,2)

= x21x2 + x21x3 + x1x
2
2 + x1x

2
3 + x2 − 2x3 + x2x

2
3,

m(13)(x) =
∑

α∈S3.(1,1,1)

xα = x(1,1,1) = x1x2x3.

但し分割の成分 0を省略して (3) = (3, 0, 0), (2, 1) = (2, 1, 0)と書いた.

λ ∈ Pn が特別な場合の単項対称式には別名がついている.
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定義 1.2.4. r = 0, . . . , nに対し, (1.1.6)の基本対称式 er は分割 (1r) := (

r︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈ Pn の単項対称

式m(1r) と一致する.
m(1r)(x) = er(x) :=

∑
1≤j1<···<jr≤nxj1 · · ·xjr .

定義 1.2.5. r = 0, . . . , n に対し, 冪和対称式 (power sum (symmetric) polynomial) pr は分割 (r) :=

(r, 0, . . . , 0) ∈ Pn の単項対称式と一致する.

m(r)(x) = pr(x) :=
∑n

i=1x
r
i .

定義 1.2.6. r = 0, . . . , nに対し, 完全対称式 (completely homogeneous symmetric polynomial)

hr(x) :=
∑

1≤j1≤···≤jr≤nxj1 · · ·xjr

は, (長さ n以下の) 分割 λで総和 |λ| := λ1 + · · ·+ λn が r のものの単項対称式mλ 全ての和と一致する.

hr(x) =
∑

λ∈Pn,|λ|=rmλ(x).

命題 1.2.7. Λn は {mλ | λ ∈ Pn}を基底とする自由加群である. つまり
Λn =

⊕
λ∈Pn

Zmλ.

命題 1.2.7は多項式環の次数構造を用いると証明しやすい. deg xi := 1によって, 可換環 Rに係数を持つ多
項式 f ∈ R[x]の次数 deg f ∈ Nが定まる. 多項式環 R[x]は加群としての直和分解

R[x] =
⊕

d∈NR[x]
d, R[x]d := {f ∈ R[x] | deg f = d}

および, N次数環の構造 R[x]c ·R[x]d ⊂ R[x]c+d を持つ. また, α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn に対して
|α| :=

∑n
i=1αi

と定めれば, 各斉次成分 R[x]d は次の基底を持つ自由加群である.

R[x]d =
⊕

α∈Nn,|α|=dRx
α.

対称多項式環 Λn = Z[x]Sn は Z[x]の部分環だから, N次数環構造が誘導される:

Λn =
⊕

d∈NΛ
d
n, Λd

n := {f ∈ Λn | deg f = d}, (1.2.3)

ここで, (基底になるはずの) 単項対称式 mλ =
∑

α∈Sn.λ
xα (λ ∈ Pn) の次数が degmλ = |λ|であることか

ら, Pn を次のように集合分割しよう.

Pn =
⊔

d≥0P
d
n, Pd

n := {λ ∈ Pn | |λ| = d}.

命題 1.2.7の証明. 各 d ∈ Nに対して Λd
n =

⊕
λ∈Pd

n
Zmλ を示せば良い. 任意の f ∈ Λd

n は

f(x) =
∑

α∈Nn, |α|=dcαx
α (cα ∈ Z)

と一意に書ける. f は対称多項式だから, 任意の w ∈ Sn に対して w.f = f . 作用 (1.2.2)を思い出すと

w.f =
∑

αcαx
w−1.α =

∑
αcw.αx

α

だから, w.f = f より cw.α = cα が従う. すると補題 1.2.1から

f =
∑

α∈Nn,|α|=d

cαx
α =

∑
λ∈Pd

n

∑
α∈Sn.λ

cαx
α =

∑
λ∈Pd

n

cλ
∑

α∈Sn.λ

cαx
α =

∑
λ∈Pd

n

cλmλ(x).

よって f はmλ の線形結合として一意に書ける.
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1.3 Macdonald-Ruijsenaars差分作用素とMacdonald対称多項式
2 パラメータ q, t の Q 係数有理函数体を F := Q(q, t) と書く. 引き続き n 変数 x = (x1, . . . , xn) を取り,

今までの議論の係数環 R を F にして多項式環 F[x] := F[x1, . . . , xn] を考える. また, Z 係数対称多項式環
Λn = Z[x]Sn の係数拡大を次のように表す.

Λn,F := Λn ⊗Z F = F[x]Sn .

すぐに有理式が必要になるので, F 係数の有理函数体の記号 F(x) = F(x1, . . . , xn) も用意しておく. 対称群
Sn の F[x]への作用は自然に F(x)への作用に延長される.

可逆元 p ∈ F× と i = 1, . . . , nに対して, F(x)上の線形作用素 Tp,xi
: F(x)→ F(x)を

(Tp,xi
f)(x1, . . . , xn) := f(x1, . . . , pxi, . . . , xn) (f(x) ∈ F(x)) (1.3.1)

で定め, 変数 xi の pシフト作用素と呼ぶ. これは T−1
p,xk

= Tp−1,x を逆変換とする, 可逆な作用素である.

定義 1.3.1. F(x) 上の作用素 Dx = Dx(q, t) を次で定義し, 1 階の Macdonald-Ruijsenaars q 差分作用素と
呼ぶ.

Dx :=

n∑
i=1

( ∏
1≤j≤n
j ̸=i

txi − xj
xi − xj

)
Tq,xi

.

注意 1.3.2. Dx は, Ruijsenaars が [R87] で導入した楕円函数係数の q 差分作用素の可換族 {D(r)
x (p) | r =

1, . . . , n}の p→ 0極限の r = 1の場合である.

Macdonald対称多項式とは, 次の条件 (i) を満たす Dx の固有函数のことである.

定理 1.3.3. 各 λ ∈ Pn に対し, 以下の条件を満たす Pλ = Pλ(x; q, t) ∈ Λn,F が一意に存在する.

(i) [三角性] Pλ ∈ mλ +
∑

µ<λ Fmµ. 但し Pn 上のドミナンス順序 ≤ (定義 1.3.4参照) を用いた.

(ii) [固有性] Pλ は Dx の固有函数.

更に (ii) における固有値は dλ :=
∑n

i=1 q
λitn−i. Pλ を分割 λのMacdonald対称多項式と呼ぶ.

定義 1.3.4. Pn 上の半順序 ≤を次で定義し, ドミナンス順序と呼ぶ.

µ ≤ λ :⇐⇒ |µ| = |λ| かつ µ1 + · · ·+ µk ≤ λ1 + · · ·+ λk ∀ k = 1, 2, . . . . (1.3.2)

注意 1.3.5. 総和 dの部分 Pd
n ⊂ Pn の上では, d ≤ 5ならドミナンス順序は全順序である.

(2) > (1, 1),

(3) > (2, 1) > (1, 1, 1),

(4) > (3, 1) > (2, 2) > (2, 1, 1) > (1, 1, 1, 1),

(5) > (4, 1) > (3, 2) > (3, 12) > (22, 1) > (2, 13) > (15).

但し (2) = (2.0), (3) = (3, 0, 0)等と 0成分は省略して書いた. しかし d ≥ 6だと真に半順序である.

(6) > (5, 1) > (4, 2)
> (4, 12) >
> (32) >

(3, 2, 1)
> (3, 13) >
> (23) >

(22, 12) > (2, 14) > (16).
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ひとまず定理 1.3.3を認めて, それから簡単に得られる帰結を見ていこう.

例 1.3.6. 任意の r = 0, . . . , nに対し, P(1r) は基本対称式 er (1.1.6) と等しい.

P(1r)(x; q, t) = m(1r)(x) = er(x).

実際, 順序集合 (Pr
n,≤) において (1r) は最小元なので, 定理 1.3.3 条件 (i) から P(1r) = m(1r) である. 特に

P(1r) はパラメータ q, tに依存しないことに注意する.

系 1.3.7. {Pλ | λ ∈ Pn}は Λn,F の F基底.

証明. 命題 1.2.7より {mλ | λ ∈ Pn}は Λn,F の F基底. これと三角性 (定理 1.3.3 条件 (i)) から従う.

注意 1.3.8. 三角性という用語は, ドミナンス順序で並べた時の {mλ | λ ∈ Pn}から {Pλ | λ ∈ Pn}への基底
変換行列が三角行列になっていることに因んでいる.

変数の数 nが 3以下の場合に, 定理 1.3.3の 2条件を使って具体的にMacdonald多項式を求めてみよう.

例 1.3.9. n = 1の場合. 対応する分割の集合は P1 = Nであり, 対称多項式の空間は

Λ1,F = F[x1] =
⊕

l∈NFml(x), ml(x) = xl1.

よって条件 (i)から Pl =
∑l

m=0 cl,mx
m
1 , cl,m ∈ F, cl,l = 1と書ける. q 差分作用素は Dx = Tq,x1

なので

DxPl =
∑l

m=0cl,mq
mxm1 .

これが Pl と比例するためには, q が不定元であることに注意すると, cl,m = 0 (m < l) が必要十分. よって Pl

及びその固有値は
Pl = Pl(x1; q, t) = xl1, DlPl = qlPl (l ∈ N).

例 1.3.10. n = 2 の場合. P2 = {λ = (λ1, λ2) ∈ N2 | λ1 ≥ λ2} であり, 対称多項式の空間は Λ2,F =

F[x1, x2]S2 =
⊕

λ∈P2
Fmλ(x). 単項対称式は

mλ(x) =

{
xλ1
1 xλ2

2 + xλ2
1 xλ1

2 = (x1x2)
λ2(xλ1−λ2

1 + xλ1−λ2
2 ) (λ1 > λ2)

(x1x2)
λ1 (λ1 = λ2)

.

また q 差分作用素は
Dx =

tx1 − x2
x1 − x2

Tq,x1
+
tx2 − x1
x2 − x1

Tq,x2
.

Dxmλ を調べると,

(x1 − x2)Dxmλ = (tx1 − x2)(qλ1xλ1
1 xλ2

2 + qλ2xλ2
1 xλ1

2 )− (tx2 − x1)(qλ2xλ1
1 xλ2

2 + qλ1xλ2
1 xλ1

2 )

= (qλ1t+ qλ2)(xλ1+1
1 xλ2

2 − x
λ2
1 xλ1+1

2 )− (qλ1 + qλ2t)(xλ1
1 xλ2+1

2 − xλ2+1
1 xλ1

2 )

より

Dxmλ = (qλ1t+ qλ2)(xλ1
1 xλ2

2 + xλ1−1xλ2+1
2 + · · ·+ xλ2

1 xλ1
2 )

− (qλ1 + qλ2t)(xλ1−1
1 xλ2+1

2 + xλ1−2
1 xλ2+2

2 + · · ·+ xλ2+1
1 xλ1−1

2 )

= (qλ1t+ qλ2)mλ + (qλ1 − qλ2)(t− 1)
∑

µ<λmµ. (1.3.3)
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λが小さい範囲で Pλ を求めてみよう. まず λ = (1, 0)なら, (1.3.3)と三角性から

P(1,0)(x) = m(1,0)(x) = x1 + x2, DxP(1,0)(x) = (qt+ 1)P(1,0)(x).

次に λ = (2, 0)なら P(2,0) = m(2,0) + cm(1,1) と置けて, 固有方程式 DxP(2,0) ∝ P(2,0) と (1.3.3)から

m(2,0) + cm(1,1) ∝ (q2t+ 1)m(2,0) + (q2 − 1)(t− 1)m(1,1) + c(qt+ 1)m(1,1).

∴ c = (q2−1)(t−1)
q2t+1−q(t+1) =

(q2−1)(t−1)
(qt−1)(q−1) =

(1−q2)(1−t)
(1−q)(1−qt) .

∴ P(2,0) = m(2,0) +
(1−q2)(1−t)
(1−q)(1−qt)m(1,1), DxP(2,0)(x) = (q2t+ 1)P(2,0)(x).

λ = (1, 1)なら例 1.3.6と (1.3.3)より P(1,1) = m(1,1), DxP(1,1) = (qt+ q)P(1,1).

λ = (3, 0)の場合, P(3,0) = m(3,0) + cm(2,1) と置けて, 固有方程式と (1.3.3)から

m(3,0) + cm(2,1) ∝ (q3t+ 1)m(3,0) + (q3 − 1)(t− 1)m2,1 + c(q2t+ q)m(2,1).

∴ c = (q3−1)(t−1)
(q3t+1)−(q2t+q) =

(1−q3)(1−t)
(1−q)(1−q2t) .

∴ P(3,0) = m(3,0) +
(1−q3)(1−t)
(1−q)(1−q2t)m(2,1), DxP(3,0)(x) = (q3t+ 1)P(3,0)(x).

λ = (2, 1)の場合, 三角性から P(2,1) = m(2,1), DxP(2,1)(x) = (q2t+ q)P(2,1)(x).

実は, n = 2の場合は Pλ の明示式が知られている. その説明の為に qシフト積の記号 (z; q)m を導入しよう:

(z; q)m := (1− z)(1− zq)(1− zq2) · · · (1− zqm−1) (m ∈ N). (1.3.4)

命題 1.3.11. 任意の λ = (λ1, λ2) ∈ P2 について, l := λ1 − λ2 ∈ Nと置くと

P(λ1,λ2)(x1, x2) = (x1x2)
λ2 · (q; q)l

(t; q)l

∑
i+j=l

(t; q)i
(q; q)i

(t; q)j
(q; q)j

xi1x
j
2, DxPλ(x) = (qλ1t+ qλ2)Pλ(x).

特に
P(λ1,λ2)(x1, x2) = (x1x2)

λ2P(λ1−λ2,0)(x1, x2).

証明. 主張第 2式は (1.3.3)と Pλ = mλ + · · · から直ちに従う. 主張第 1式の右辺を

fλ :=

⌊l/2⌋∑
i=0

fim(λ1−i,λ2+i), fi :=
(t; q)i
(q; q)i

(t; q)l−i

(q; q)l−i

/ (t; q)l
(q; q)l

(1.3.5)

と置く. 計算 (1.3.3)から, e(r, s) := qrt+ qs, c(r, s) := (qr − qs)(t− 1)と置くとDxm(r,s) = e(r, s)m(r,s) +

c(r, s)
∑⌊(r−s)/2⌋

k=1 m(r−k,s+k) となるので, Dxfλ =
∑⌊l/2⌋

i=0 m(λ1−i,λ2+i)

(∑i−1
k=0c(λ1 − k, λ2 + k)fk + e(λ1 −

i, λ2 + i)fi
)
. 従って

i−1∑
k=0

c(λ1 − k, λ2 + k)fk/fi + e(λ1 − i, λ2 + i) = e(λ1, λ2) (i = 0, 1, . . . , bl/2c) (1.3.6)

を示せば, fλ が D1 の固有函数であることが分かる. (1.3.5)より fλ ∈ mλ +
∑

µ<λ Fmµ だから, 定理 1.3.3

の一意性より Pλ = fλ が従う. (1.3.6)を iに関する帰納法で示そう. i = 0の場合は自明で, i = 1の場合は

c(λ1, λ2)
f0
f1

= (qλ1 − qλ2)(t− 1) 1−q
1−t

1−ql−1t
1−ql

= qλ2(1− q)(1− ql−1t) = e(λ1, λ2)− e(λ1 − 1, λ2 + 1)
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と確かめられる. iまで正しいとして, i+ 1の場合に
i∑

k=0

c(λ1 − k, λ2 + k) fk
fi+1

=
i−1∑
k=0

c(λ1 − k, λ2 + k) fkfi
fi

fi+1
+ c(λ1 − i, λ2 + i) fi

fi+1

和∑i−1
k=0 に帰納法の仮定を使って

=
(
e(λ1, λ2)− e(λ1 − i, λ2 + i) + c(λ1 − i, λ2 + i)

)
fi

fi+1

=
(
qλ2(1− ql−it)(1− qi) + qλ2(ql−i − qi)(t− 1)

)
1−tql−i−1

1−ql−i
1−qi+1

1−tqi

= qλ2(1− qi+1)(1− ql−i−1t) = e(λ1, λ2)− e(λ1 − i− 1, λ2 + i+ 1)

と確かめられる.

注意 1.3.12. 命題 1.3.11より, 2変数のMacdonald多項式 Pλ(x) = P(λ1,λ2)(x1, x2)は

Pλ(x) = (x1x2)
λ2+l/2Fl(

√
x/y), Fl(z) :=

(q; q)l
(t; q)l

∑
i+j=l

(t; q)i
(q; q)i

(t; q)j
(q; q)j

zi−j

と書ける. Laurent多項式 Fl(z)は q 超球多項式 (q-ultraspherical polynomial) または Rogers多項式と呼ば
れていて, q 超幾何直交多項式の例である. Rogers多項式については [三 04, §4.7] や [KLS10, §14.10.1] を, q

超幾何直交多項式の理論については [KLS10, Part II] や [GR04, Chap. 7] を参照せよ. また, Rogers多項式
の母函数を使った命題 1.3.11の導出は [M03, §6.3] を, 本稿よりスマートな導出は [N23, §4.3] 参照せよ.

例 1.3.13. n = 3変数の場合も固有函数を求めると以下のようになる.

P(1) = m(1), P(2) = m(2) +
(1−q2)(1−t)
(1−q)(1−qt)m(1,1), P(1,1) = m(1,1),

P(3) = m(3) +
(1−q3)(1−t)
(1−q2t)(1−q)m(2,1) +

(1−q2)(1−q3)(1−q4)
(1−q)2(1−qt)(1−q2t)m(13),

P(2,1) = m(2,1) +
(1−t)(2+q+t+2qt)

1−qt2 m(13), P(13) = m(13).

|λ| :=
∑3

i=1 λi ≤ 2 なら 2 変数の場合 (例 1.3.10, 命題 1.3.11) と同じである. また, 2 変数の場合の
Macdonald多項式の係数は因数分解したが, P(2,1) の展開から分かるように, 3変数以上では分解するとは限
らない.

1.4 Macdonald対称多項式の一意存在
定理 1.3.3の証明をする前に, q 差分作用素

Dx :=

n∑
i=1

Ai(x)Tq,xi
, Ai(x) :=

∏
j ̸=i

txi − xj
xi − xj

(1.4.1)

の基本性質を把握して置こう. 以下, σ ∈ Sn の x変数への作用 (1.1.4)を, 下点を略して σxi = xσ(i) と表す.

それが誘導する F(x)上の線形作用素も σ : F(x) → F(x), f 7→ σ(f)と書く. (1.3.1)のシフト作用素 Tp,xi と
の合成が σTp,xi

= Tp,xσ(i)
σ となることに注意する.

命題 1.4.1. q 差分作用素 Dx は以下の性質を満たす.

(1) Dx は Sn 不変. つまり, 任意の σ ∈ Sn と f(x) ∈ F(x)に対して (σDx)(f) = (Dxσ)(f).
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(2) 差積

∆(x) := det(xn−j
i )ni,j=1 =

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj) (1.4.2)

と任意の多項式 f(x) ∈ K[x]に対して

(Dxf)(x) =
1

∆(x)

n∑
k=1

(Tt,xk
∆)(x) · (Tq,xk

f)(x).

(3) Dx は対称多項式の空間 Λn,F = F[x]Sn を保つ. つまり Dx(Λn,F) ⊂ Λn,F.

証明. (1) (1.4.1)から, xi の添え字 i ∈ {1, . . . , n}の並べ方に Dx は依存しない.

(2) (1.4.1)において Ai = (Tt,xk
∆)/∆なので.

(3) (1)より任意の f ∈ Λn,F に対して Dxf ∈ F(x)Sn . また (2)より ∆Dxf ∈ F[x]. Dxf が対称的かつ ∆

が交代的だから, ∆Dxf は交代的な多項式であり, 従って差積 ∆で割れる. 交代式同士の商は対称的だ
から, Dxf ∈ F[x]Sn .

次に Dx の単項対称式mλ への作用を調べよう. n = 2変数の場合は例 1.3.10の (1.3.3)で調べた.

補題 1.4.2 ([野 95, Lemma 4.1]). 任意の λ ∈ Pn に対して

Dxmλ(x) =
∑

µ≤λdλµmµ(x), dλµ ∈ F, dλλ =
∑n

i=1q
λitn−i.

証明. ドミナンス順序に関して ν ≤ µであることは, 適当な k1, . . . , kn−1 ∈ Nが存在して

xν = xµ(x2/x1)
k1 · · · (xn/xn−1)

kn−1

となることと同値. そこで, “領域 |x1| � |x2| � · · · � |xn|における漸近展開”を考えて, Dx における Tq,xi

の係数 Ai を x2/x1, . . . , xn/xn−1 に関する冪級数に展開すると

Ai =
∏
j ̸=i

txi − xj
xi − xj

=
∏

1≤j<i

1− txi/xj
1− xi/xj

∏
i<j≤n

t
1− xj/txi
1− xj/xi

=
∏

1≤j<i

1− txij
1− xij

∏
i<j≤n

t
1− xji/t
1− xji

=
∏

1≤j<i

(1− txij)(1 + xij + x2ij + · · · )
∏

i<j≤n

t(1− xji/t)(1 + xji + x2ji + · · · )

∈ tn−i + Z[t]Jxi1, . . . , xi i−1, xi+1 i, . . . , xniK.
但し途中から xij := xi/xj 等と略記した. これから任意の α ∈ Nn に対して

Dxx
α =

∑n
i=1Aiq

αixα = xα
∑n

i=1

(
qαitn−i + (xi/x1, . . . , xn/xi の級数)

)
∈ dαxα + xαFJx2/x1, . . . , xn/xn−1K, dα :=

∑n
i=1q

αitn−i.

よってmλ への作用は

Dxmλ =
∑

α∈Sn.λ
Dxx

α =
∑

α∈Sn.λ

(
dαx

α + (低次項)
)
= dλx

λ + (低次項) ∈ dλmλ +
∑

µ<λFmµ.

最終行は命題 1.4.1 (3) の帰結 Dxmλ(x) ∈ Λn,F から従う. dλ = dλλ より主張が従う.
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注意 1.4.3. この証明は [野 95, Lemma 4.1] のコピーである. 漸近展開に注目する技法は, van Diejenによる
Koornwinder多項式の存在証明 [vD95, §3.1] に遡る.

さて, 定理 1.3.3は次の命題と補題 1.4.2の帰結である.

命題 1.4.4. Λn,F 上の線形作用素 Φが

∀λ ∈ Pn, Φmλ = dλλmλ +
∑

µ<λdλµmµ, dλλ ∈ F \ {0},
∀µ < λ, dµµ 6= dλλ

(1.4.3)

を満たす時, 各 λ ∈ Pn に対して, 次の条件を満たす Pλ ∈ Λn,F が一意に存在する.

(i) Pλ ∈ mλ +
∑

µ<λ Fmµ.

(ii) ΦPλ = dλλPλ.

証明. Pλ =
∑

µ≤λ cλµmµ, cλλ = 1 が Dx の固有函数である為の必要十分条件を求めよう.

DxPλ =
∑

ν≤λcλνDxmν =
∑

µ≤λ

(∑
µ≤ν≤λcλνdνµ

)
mµ

より, 固有値 ε ∈ Fの固有函数である為には εcλµ =
∑

µ≤ν≤λ cλνdνµ, つまり

(ε− dµµ)cλµ =
∑

µ<ν≤λcλνdνµ (1.4.4)

が任意の µ ≤ λに対して成立することが必要十分. まず µ = λの時に, cλλ 6= 0からとして ε = dλλ を得る.

すると µ < λの時に, ε− dµµ = dλλ − dµµ 6= 0だから, (1.4.4)は

cλµ = (dλλ − dµµ)−1∑
µ<ν≤λcλνdνµ

となる. これから, ドミナンス順序 ≤に関する下降帰納法によって, 係数 cλµ が一意に定まる.

後で参照するために, (1.4.4)後半の固有値の非縮退条件を, パラメータ q, tに関する条件として書き直して
おこう.

λ, µ ∈ Pn, λ 6= µ =⇒ dλ 6= dµ, dλ :=
∑n

i=1q
λitn−i. (1.4.5)

この条件の下であれば, パラメータ q, tが複素数であっても命題 1.4.4が適用できて, Macdonald対称多項式
Pλ(x; q, t) ∈ Λn,C = C[x]Sn が一意に定まることに注意する.

1.5 レポート問題
問題 1.1 (おすすめ問題). n = 2変数の場合の明示式 (命題 1.3.11) を用いて, 以下のパラメータ特殊化・退
化極限を調べよ.

(1) P(λ1,λ2)(x1, x2; q, t = q).

(2) P(λ1,λ2)(x1, x2; q, t = 1).

(3) P(λ1,λ2)(x1, x2; q = 0, t).

(4) limℏ→0 P(λ1,λ2)(x1, x2; q = eℏ, eβℏ).
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1.5.1 t = 1特殊化
n = 2変数のMacdonald対称多項式の明示式 (命題 1.3.11) で t = 1とすると, (t; q)i = (1; q)i = δi,0 から

Pλ(x1, x2; q, 1) = (x1x2)
λ2(xλ1−λ2

1 + xλ1−λ2
2 ) = mλ(x1, x2) が分かる. また, n = 3 変数の場合の例 1.3.13

で t = 1としてみると, どの場合も Pλ(x1, x2, x3; q, 1) = mλ(x1, x2, x3)となっている. 実は:

問題 1.2. t = 1のMacdonald対称多項式は単項対称式であること, つまり

Pλ(x; q, 1) = mλ(x)

が任意の正整数 nと λ ∈ Pn に対して成立することを, 以下の段階を踏んで示せ.

(1) q 差分作用素は Dx =
∑n

i=1 Tq,xi
で, Pλ の固有値は dλ =

∑n
i=1 q

λi である. λ 6= µなら dλ 6= dµ であ
ることを示せ.

(2) Dxmλ(x) = dλmλ(x)を示せ.

(1) より t = 1の時でも命題 1.4.4が適用できて, Macdonald対称多項式 Pλ(x; q, 1)の一意存在が言える. (2)

よりそれはmλ(x)と一致する.

1.5.2 t = q 特殊化
次に t = q とすると, n = 2 変数の場合は Pλ(x1, x2; q, q) = (x1x2)

λ2
∑

i+j=λ1−λ2
xi1x

j
2. n = 3 変数の

例 1.3.13でも, Pλ(x1, x2, x3; q, q)は xの単項式の係数 1の和になっている. 実は:

問題 1.3. t = q のMacdonald対称多項式は Schur多項式であること,

Pλ(x; q, q) = sλ(x), sα :=
∆α+δ(x)

∆δ(x)
, ∆α+δ(x) := det(x

αj+n−j
i )ni,j=1 (α ∈ Nn)

が任意の正整数 nと λ ∈ Pn に対して成立することを, 以下の段階を踏んで示せ.

(1) (1.4.2)の差積 ∆(x) = ∆δ(x)を用いると, 命題 1.4.1 (2)から q 差分作用素は

Dx = ∆(x)−1∑n
i=1Tq,xi

(
∆(x)

)
Tq,xi

= ∆(x)−1(
∑n

i=1Tq,xi
)∆(x)

と書ける. 但し最右辺は, ∆(x)−1 による掛算作用素, 作用素∑n
i=1Tq,xi

, そして ∆(x)による掛算作用
素の合成を表している. また Pλ の固有値は dλ =

∑n
i=1 q

λi+n−i である. λ 6= µなら dλ 6= dµ であるこ
とを示せ.

(2) 任意の λ ∈ Pn と σ ∈ Sn に対して
∑n

i=1 Tq,xi(x
σ.(λ+δ)) = dλx

σ.(λ+δ) を示せ.

(3) (2)から Dxsλ(x) = dλsλ(x)を示せ.

後の議論は問題 1.2と同様である.

問題 1.4 ([白 03, 補題 3.23]). α ∈ Nn に対し, 補題 1.2.1の類別から α ∈ Sn.λとなる分割 λ ∈ Pn が一意に
定まる. この時, Schur多項式 sα(x) = ∆α+δ(x)/∆δ(x)は次のうちのどれかに等しいことを示せ.

(i) sα(x) = sλ(x).

(ii) sα(x) = 0.

(iii) µ ∈ Pn, µ < λが存在して sα(x) = ±sµ(x).
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2 Macdonald対称多項式の基本性質
引き続き, 係数体 F = Q(q, t) とその上の有理函数体 F(x) = F(x1, . . . , xn) を考える. また差積 ∆(x) =∏
1≤i<j≤n(xi − xj)も用いる.

2.1 高階Macdonald-Ruijsenaars q 差分作用素
注意 1.3.2 で言及したように, q 差分作用素 Dx は可換作用素族 {D(r)

x | r = 1, . . . , n} に属する. 実は,

Macdonald対称多項式 Pλ(x)はこの作用素族の同時固有函数である.

[n] := {1, . . . , n}と略記し, 部分集合 I = {i1, . . . , ir} ⊂ [n]と p ∈ F \ {0}に対して pシフト作用素 T I
p,x を

次式で定義する.
T I
p,x := Tp,xi1

· · ·Tp,xir
.

定義 2.1.1. F(x)上の作用素族 D
(r)
x (r = 0, 1, . . . , n) を

D(r)
x :=

∑
I⊂[n], |I|=r

AI(x)T
I
q,x, AI(x) := t(

|I|
2 )

∏
i∈I, j /∈I

txi − xj
xi − xj

= ∆(x)−1T I
t,x

(
∆(x)

)
で定義する. 特に D

(0)
x = 1 = id, D

(1)
x = Dx, D

(n)
x = t(

n
2)Tq,x1 · · ·Tq,xn である. D

(r)
x を r 階のMacdonald-

Ruijsenaars q 差分作用素と呼ぶ.

D
(r)
x 達は Dx の場合 (命題 1.4.1, 補題 1.4.2) と同様の性質を満たす:

命題 2.1.2. q 差分作用素 D
(r)
x (r = 1, . . . , n) は以下の性質を満たす.

(1) D
(r)
x は対称多項式の空間 Λn,F = F[x]Sn を保つ.

(2) 任意の λ ∈ Pn と r = 1, . . . , nに対して

D(r)
x mλ(x) =

∑
µ≤λd

(r)
λµmµ(x), d

(r)
λµ ∈ F, d

(r)
λλ = er(q

λtδ),

但し er(q
λtδ)は基本対称式 (1.1.6)で変数を次式にしたもの.

qλtδ := (qλ1tn−1, qλ2tn−2, . . . , qλn)

これらの主張は 1階の議論と同様の方針でも証明できるが, 本稿では [M95, Chapter VI, §3] の議論を紹介
する. まず, D

(r)
x 達の母函数が次のように表示できる (問題 2.1) ことに注意する.

Dx(u) :=

n∑
r=0

urD(r)
x =

1

∆(x)

∑
σ∈Sn

sgn(σ)xσ.δ
n∏

i=1

(1 + ut(σ.δ)iTq,xi
). (2.1.1)

但し sgn(σ) := (−1)ℓ(σ) は置換 σ ∈ Sn の符号 (定義 4.1.6) であり, また δ := (n− 1, n− 2, . . . , 0) ∈ Nn で
ある.

命題 2.1.2の証明. 各 ν ∈ Nn に対して, Tq,xix
ν = qνixν より*3

Dx(u)x
ν =

1

∆(x)

∑
σ∈Sn

sgn(σ)
(∏n

i=1(1 + ut(σ.δ)iqνi)
)
xσ.δ+ν .

*3 私の手元にある [M95] の p.316, (3.5)r の次の数式環境には誤植があって, 右辺の∆(x)−1 ([M95]の記号だと aδ(x)
−1) が抜け

ています.
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補題 1.2.1の類別を思い出して, ν = τ.λ (τ ∈ Sn, λ ∈ Pn) と表し, τ に関して和を取ると
∣∣Sλ

n

∣∣Dx(u)mλ(x) =
1

∆(x)

∑
σ,τ∈Sn

sgn(σ)
(∏n

i=1(1 + ut(σ.δ)iq(τ.λ)i)
)
xσ.δ+τ.λ

但し Sλ
n ⊂ Sn は λの固定部分群. 更に右辺の和において τ = σw と置くと

=
1

∆(x)

∑
σ,w∈Sn

sgn(σ)
(∏n

i=1(1 + ut(σ.δ)iq(σw.λ)i)
)
xσ.(w.λ+δ)

積∏n
i=1 が σ によらないことに注意して

=
1

∆(x)

∑
σ,w∈Sn

sgn(σ)
(∏n

i=1(1 + utδiq(w.λ)i)
)
xσ.(w.λ+δ)

問題 1.3の Schur多項式 sµ(x) = ∆µ+δ(x)/∆(x) = ∆(x)−1
∑

σ∈Sn
sgn(σ)xσ.(µ+δ) を思い出して

=
∑

w∈Sn

(∏n
i=1(1 + utn−iq(w.λ)i)

)
sw.λ(x).

軌道と剰余類との全単射 Sn.λ ∼= Sn/S
λ
n を使って

Dx(u)mλ(x) =
∑

α∈Sn.λ

( n∏
i=1

(1 + uqαitn−i)
)
sα(x). (2.1.2)

これから主張 (1)が従う.

また問題 1.4から, (2.1.2)右辺の和に現れる Schur 多項式 sα(x) = ∆α+δ(x)/∆(x)は, α = λなら sλ(x)

で, α 6= λなら 0か ±sµ (µ ∈ Pn, µ < λ). すると

Dx(u)mλ(x) =
∑
µ≤λ

aλµ(u)mµ(x), aλµ(u) ∈ Z[u, q, t] (2.1.3)

と展開できることが分かる. 実際, 分割 ν ∈ Pn の Schur多項式 sν(x)は Macdonald 対称多項式の t = q 特
殊化であり (問題 1.3), かつ Z係数対称多項式だから, 三角性 sν(x) ∈

∑
κ≤ν Zmκ(x)を満たす. このことと

(2.1.2)から展開 (2.1.3)を得る. 特に係数 aλλ(u)は

aλλ(u) =

n∏
i=1

(1 + uqλitn−i)

となり, ur の係数を取ると

D(r)
x mλ(x) ∈ er(qλtδ)mλ(x) +

∑
µ<λ

Z[q, t]mµ(x).

2.2 同時固有函数としてのMacdonald対称多項式
定理 2.2.1. q 差分作用素 D

(r)
x (r = 1, . . . , n) は互いに可換である.

D(r)
x D(s)

x = D(s)
x D(r)

x (r, s = 1, . . . , n).
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定理 2.2.2. 任意の λ ∈ Pn に対し, Macdonald 対称多項式 Pλ(x)は作用素族 {D(r)
x | r = 1, . . . , n}の同時

固有函数である.

D(r)
x Pλ(x) = d

(r)
λ Pλ(x), d

(r)
λ = er(q

λtδ) (r = 1, . . . , n).

本稿では定理 2.2.1を一度認めて定理 2.2.2を導出しよう.

定理 2.2.1 ⇒ 定理 2.2.2の証明. 可換性 DxD
(r)
x = D

(r)
x Dx と DxPλ(x) = dλPλ(x)から

DxD
(r)
x Pλ(x) = D(r)

x DxPλ(x) = dλD
(r)
x Pλ(x).

つまり D
(r)
x Pλ(x) は Dx の固有函数で固有値 dλ. ところで {Pλ(x) | λ ∈ Pn} が対称多項式の空間 Λn,F =

F[x]Sn の基底であること (系 1.3.7) から, Λn,F の作用素 Dx に関するスペクトル分解は

Λn,F =
⊕

s∈SHs, Hs := {p(x) ∈ Λn,F | Dxp(x) = sp(x)}, S := {dλ | λ ∈ Pn} ⊂ F, Hdλ
= FPλ(x)

と一次元分解になる. 従って D
(r)
x Pλ(x) = cPλ(x), c ∈ F と置ける. すると Pλ(x) = mλ(x) + (低次項) と

D
(r)
x mλ(x) = d

(r)
λ mλ(x) + (低次項)より c = d

(r)
λ となって, 主張が得られる.

注意 2.2.3. 可換性定理 2.2.1の証明は色々と知られている.

• Ruijsenaarsの直接的証明 [R87]. 論文の表題にも現れている, ある種の函数等式の証明に帰着する. 解
説が [N23, §5.4.2] にある.

• 量子 KZ (quantum Knizhnik-Zamolodchikov) 方程式を用いる Cherednikの方法 [C92a].

• DAHA (二重アフィン Hecke環) を用いる Cherednikの方法 [C92b]. 本稿で解説する 定理 4.6.2. ま
た [N23, §8.2] でも説明されている.

• 直交性から導出するMacdonaldの方法 [M95, Chapter VI, §3]. 解説が [N23, §5.4.1] にある,

• 定理 2.2.2から定理 2.2.1を示す方法. [N23, §5.3.3 後半]に解説されている.

• 変形W 代数, ないし gl1 量子トロイダル代数の Fock表現を用いる方法.

2.3 直交性
注意 1.3.12で n = 2変数のMacdonald対称多項式が Rogers多項式という q 直交多項式と本質的に同じで

あることに言及した. 実は, 一般の n変数でも直交性がある. そのことを [N23, §5.2] に沿って説明する.

直交内積を導入するのに, パラメータ q, tを複素数であって 0 < |q| , |t| < 1だとする. また, 固有値の非縮
退条件 (1.4.5)が成立すると仮定する.

q 無限積, つまり q シフト積 (1.3.4)の無限積版を

(z; q)∞ :=

∞∏
k=0

(1− zqk) = (1− z)(1− zq) · · ·

と定める. 仮定 |q| < 1より, これは z ∈ Cの級数として絶対収束し, z の整函数 (C上の正則函数) を定める.

また有限 q シフト積 (1.3.4)は (z; q)m = (z; q)∞/(zq
m; q)∞ と書けることに注意する.

次に直交内積の重み函数 (weight function) を定義する. C∗ := C \ {0} の直積 (C∗)n 上の有理型関数
w(x) = w(x1, . . . , xn)を

w(x) = w(x; q, t) :=
∏

1≤i<j≤n

(xi/xj ; q)∞
(txi/xj ; q)∞

(xj/xi; q)∞
(txj/xi; q)∞

(2.3.1)
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で定義する. これは x ∈ (C∗)n への Sn 作用で不変であり, また x−1 := (x−1
1 , . . . , x−1

n )とすると w(x−1) =

w(x)である. 仮定 |t| < 1から, n次元トーラス

Tn := {x ∈ Cn | |x1| = · · · = |xn| = 1} ⊂ (C∗)n (2.3.2)

の近傍上で w(x)は正則である (詳細は問題 2.3).

Tn の近傍上の正則函数 f(x), g(x)に対し, 双線形形式 〈f, g〉を

〈f, g〉 := 1

n!

∫
Tn

f(x−1)g(x)w(x) dx (2.3.3)

で定義する. 但し

dx :=
1

(2π
√
−1)n

dx1 · · · dxn
x1 · · ·xn

は n次元トーラス Tn の正規化された Haar測度である. 特に ∫
T dx = 1. 〈·, ·〉をMacdonald内積と呼ぶ.

定理 2.3.1. パラメータ q, tが 0 < |q| , |t| < 1かつ固有値の非縮退条件 (1.4.5)を満たす複素数の時,

λ 6= µ ∈ Pn =⇒ 〈Pλ, Pµ〉 = 0.

更にノルム 〈Pλ, Pλ〉の明示式も知られている [M95, Chapter VI, §9, Example 1 (d)].

定理 2.3.1の証明は以下の 3段階に分けられる.

(I) Macdonald内積 〈·, ·〉に関する q 差分作用素の随伴の考察.

(II) Dx は 〈·, ·〉に関して自己随伴的であることを示す.

(III) Dx の自己随伴性から Pλ 達の直交性を導出する.

第 I段階について. まず n = 1変数の場合に補助的な考察をする. f(x), g(x)が領域 U ⊂ C∗ 上の正則関数
であり, また U 内で閉曲線 C が qC とホモトープだとする. すると Cauchyの定理から∫

C

(Tq,xf)(x)g(x) dx =

∫
qC

f(x)(T−1
q,xg)(x) dx =

∫
C

f(x)(T−1
q,xg)(x) dx. (2.3.4)

この応用で, 次の準備補題が得られる.

補題 2.3.2 ([N23, §5.2.2]). C(x)係数の q 差分作用素

Lx =
∑
α∈Zn

lα(x)T
α
q,x (有限和), lα(x) ∈ C(x), Tα

q,x := Tα1
q,x1
· · ·Tαn

q,xn
(α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn)

に対し, その形式随伴 (formal adjoint) L†
x を

L†
x := w(x)−1L∗

x−1w(x), L∗
x :=

∑
α∈Zn

T−α
q,x aµ(x)

と定める (動機・由来については注意 2.3.3参照). すると, 1− |q|が十分小さい場合, Tn の近傍上の正則函数
f, g に対して

〈Lxf, g〉 =
〈
f, L†

xg
〉
.

証明. (lαT
α
q,xf)(x

−1) = lα(x
−1)Tα

q,x−1f(x−1)より

〈Lxf, g〉 =
∫
Tn

(Lxf)(x
−1)g(x)w(x) dx =

∫
Tn

(
Lx−1f(x−1)

)
g(x)w(x) dx
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1− |q|が十分小さいという仮定から (2.3.4)が使えて

=

∫
Tn

f(x−1)
(
L∗
x−1g(x)w(x)

)
dx =

∫
Tn

f(x−1)(L†
xg)(x)w(x) dx.

注意 2.3.3. q 差分作用素の形式随伴は, 微分作用素の形式随伴に由来している [HTT, §1.2, pp.4–21]. D 加
群の理論における形式随伴は, 左D加群と右D加群の対応M 7→M ′ := ωX ⊗OX

M を, 局所座標を使って書
き下したものであった. 微分作用素 L =

∑
α∈Zn lα(z)∂

α
z , ∂

α
z := ∂α1

z1 · · · ∂
αn
zn の形式随伴は L† := (−∂)αlα(z)

と定義される. 微分作用素環 D 上の左加群M に対して, s ∈ M への Lの右作用を sL := L†sと定めること
で, 右 D 加群 M ′ が定まる. また, D 加群 C[z±1] 上の residue pairing 〈f, g〉z :=

∫
f(z)g(−z)dz を考える

と, 随伴性 〈Lf, g〉 = 〈
f, L†g

〉 が成立する. xi = exp(2π
√
−1zi) の対応で, 微分作用素と q シフト作用素が

exp((log q)∂zi) = Tq,xi
と対応する. 同じ対応で, 〈f, g〉z はMacdonald内積で重み函数 w(x)を 1に置き換え

たものと対応する.

次に第 II段階について.

補題 2.3.4 ([N23, §5.2.3, §5.4.1]). 各 r = 1, . . . , nに対して, r 階Macdonald-Ruijsenaars作用素 D
(r)
x は

(D(r)
x )† = D(r)

x

を満たす. 特に Dx = D
(1)
x はMacdonald内積に関して自己随伴的.

証明. D
(r)
x =

∑
|I|=r AI(x)T

I
q,x より D∗

x−1 =
∑

|I|=r T
I
q,xAI(x

−1). 従って

D†
x = w(x)−1D∗

xw(x) =
∑
|I|=r

w(x)−1Tq,xi
AI(x

−1)w(x) =
∑
|I|=r

w(x)−1
(
T I
q,xAI(x

−1)
)(
T I
q,xw(x)

)
T I
q,x.

ここで Tq,z(z;q)∞
(z;q)∞

= (1− z)−1 より Tq,xi
w(x)

w(x) =
∏

j ̸=i
1−txi/xj

1−xi/xj

1−xj/qxi

1−txj/qxi
. よって

T I
q,xw(x)

w(x)
=

∏
i∈i, j /∈I

1− txi/xj
1− xi/xj

1− xj/qxi
1− txj/qxi

=
Ai(x)

T I
q,xAI(x−1)

.

従って (D
(r)
x )† =

∑
|I|=r AI(x)T

I
q,x = D

(r)
x .

最後の第 III段階は形式的な議論で済む. Pλ の固有方程式 DxPλ(x) = dλPλ(x)を思い出そう.

補題 2.3.5 ([N23, §5.2.4]). Dx が 〈·, ·〉に関して自己随伴的なので, 任意の λ, µ ∈ Pn に対して

dλ 〈Pλ(x), Pµ〉 = 〈DxPλ(x), Pµ〉 = 〈Pλ, DxPµ〉 = dµ 〈Pλ, Pµ〉 .

λ 6= µなら dλ 6= dµ なので 〈Pλ, Pµ〉 = 0.

以上で定理 2.3.1が証明された.

2.4 特殊値の対称性 (双対性)

係数体を F = Q(q, t)に取り直そう. 対称多項式 f(x) = f(x1, . . . , xn) ∈ Λn,F = F[x]Sn に対し,

tδ := (tn−1, tn−2, . . . , 1) ∈ Fn
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への特殊化 f(tδ)を, f の主特殊化 (principal specialization) と呼ぶ.

Schur多項式 sλ(x) = ∆λ+δ(x)/∆δ(x) ∈ Λn,F はMacdonald対称多項式の t = q 特殊化と一致するのだっ
た (問題 1.3):

Pλ(x; q, q) = sλ(x).

補題 2.4.1 ([M95, Chapter I, §3, Example 1], [N23, Proposition 3.1]). Schur多項式の主特殊化は次の明示
式を持つ.

sλ(t
δ) = tn(λ)

∏
1≤i<j≤n

1− tλi−λj+j−i

1− tj−i
, n(λ) :=

n∑
i=1

(i− 1)λi.

特に sλ(t
δ) 6= 0であり, また Pλ(t

δ; q, t) 6= 0である.

証明. ∆λ+δ(x) = det(x
λj+n−j
i )ni,j=1 より ∆λ+δ(t

δ) = det(t(n−i)(λj+n−j))ni,j=1 = ∆(tλ+δ). よって

sλ(t
δ) = ∆(tλ+δ)/∆(tδ) =

∏
1≤i<j≤n

tλi+n−i − tλj+n−j

tn−i − tn−j
=

∏
1≤i<j≤n

tλj
1− tλi−λj+j−i

1− tj−i
.

これから前半の主張を得る. すると Pλ(t
δ; q, q) = sλ(t

δ) 6= 0だから, 特殊化する前の Pλ(t
δ; q, t)も 6= 0.

Macdonald 対称多項式の主特殊化 Pλ(t
δ; q, t) の明示式も知られているが, 本稿では扱わない. [M95,

Chapter VI, (6.11)]や [N23, Theorem 6.1]を参照されたい.

特殊値の対称性 (双対性) とは, Pλ に関する次の主張を指す.

定理 2.4.2. 各 λ ∈ Pn に対し, 正規化されたMacdonald対称多項式 P̃λ(x)を

P̃λ(x) := Pλ(x)/Pλ(t
δ)

で定義する. また λ, µ ∈ Pn に対し qλtδ := (qλ1tn−1, qλ2tn−2, . . . , qλn), qµtδ := (qµ1tn−1, qµ2tn−2, . . . , qµn)

と定義すると
P̃λ(q

µtδ) = P̃µ(q
λtδ).

注意 2.4.3. 作用素族 {D(r)
x | r = 1, . . . , n}の可換性の証明 (注意 2.2.3) と同様に, Pλ の双対性にも幾つか

証明がある.

• Koornwinderによる直接的証明. [M95, Chapter VI, (6.6)] 及び [N23, §6.4]に説明がある.

• DAHAの Cherednik対合 [C92b, C05] からの導出. 本稿で説明する. [N23, §8.5]にも説明がある.

• gl1 量子トロイダル代数の Fourier双対性からの導出.

この節で説明したMacdonald 対称多項式の性質 (同時固有函数, 直交性, 双対性) は, 一般のルート系に付
随したMacdonald多項式でも現れる. 次節では, Macdonald対称多項式の場合に特化した話を続ける.

2.5 レポート問題
問題 2.1. (2.1.1)の等式を示せ.

問題 2.2 ([M95, Chapter I, §6, Example 11*4], [白 03, (3.157)]). 分割 λ ∈ Pn に対して

mλ(x) =
∑

α∈Sn.λ

sα(x)

*4 1文目に誤植があって, 正しくは “be a partition of length ≤ n”のはず.
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となることを示せ.

問題 2.3. 0 < |q| , |t| < 1を満たす複素数パラメータ q, tに対し, (2.3.1)の重み函数 w(x)がその上で正則に
なるような, (2.3.2)のトーラス Tn を含む開近傍を構成し, 明示せよ.



3 Macdonald対称多項式の諸性質 22

3 Macdonald対称多項式の諸性質
Macdonald対称多項式の性質には, 変数の数 nによらないものが幾つかある. それらを調べる際, 無限変数
版の対称多項式を導入すると議論が易しくなる. この思想に基づいて書かれているのが [M95, Chapter VI]

である.

3.1 対称函数環とMacdonald対称函数
議論を始める前に, 分割に関する用語を幾つか導入しよう. より詳しい説明は [M95, Chapter I, §1] 等を参

照されたい.

• 分割 λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Pn と, それに 0を幾つか付け加えたもの (λ1, . . . , λn, 0, . . . , 0) ∈ Pn+k を同
一視する. また P0 := {()} = {(0)} = {(0, . . . , 0)}とする. この同一視のもと, P :=

⋃
n∈N Pn と書く.

• 分割 λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Pn に対し, その長さ `(λ) ∈ Nを次式で定義する.

`(λ) := |{j = 1, . . . , n | λj > 0}| . (3.1.1)

• 分割 λ ∈ Pに対応する Young図形とは, 格子点の集合

{(i, j) ∈ (Z>0)
2 | i ≤ `(λ), j ≤ λi} (3.1.2)

のことである. 図示する際は, 格子点の代わりに, それを中心とする箱 (一辺の長さ 1の正方形) を並べ
て描くことが多い. また, 座標 (i, j)の取り方によって英国流・仏国流など様々な方法がある. 英国流で
描くと:

分割 (1) (2) (12) (3) (2, 1) (13) (4) (3, 1) (22) (2, 12) (14)
Young図形

• λ ∈ Pn の転置 λ′ を

λ′ := (λ′1, . . . , λ
′
n) ∈ Pn, λ′i := |{j = 1, . . . , n | λj ≥ i}|

で定義する. これは, λに対応する Young図形を対角線にそって折り返し, 得られた Young図形に対応
する分割とも言い換えられる. また, λ′1 = `(λ), `(λ′) = λ1 に注意する.

まず最初の観察として, 単項対称式が変数の個数増加に対して安定性を持つことを示そう.

補題 3.1.1 (c.f. [M95, Chapter VI, (4.10)]). m,n ∈ N, m < nと λ ∈ Pn に対して

mλ(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) =

{
mλ(x1, . . . , xm) (`(λ) ≤ m)

0 (`(λ) > m)
.

また `(λ) > mなら Pλ(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) = 0.

証明. `(λ) ≤ m の場合は単項対称式の定義 1.2.2 から明らか. 次に `(λ) > m の場合について. ドミ
ナンス順序 ≤ に関して, µ ≤ λ ならば µ′ ≥ λ′ だから (問題 3.1), `(µ) = µ′

1 ≥ λ′1 = `(λ). よって
`(λ) > m なら `(µ) > m なので mµ(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) = 0. 特に mλ(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) は 0 であり,

Pλ(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈
∑

µ≤λ Fmµ(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)も 0である.
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この観察を踏まえて, 対称多項式環の無限変数極限を導入する. まずm,n ∈ N, m ≤ nに対し, 多項式環の
全射準同型

Z[x1, . . . , xn] −� Z[x1, . . . , xm], xi 7−→

{
xi (i ≤ m)

0 (i > m)

を考える. これを部分環 Λn = Z[x1, . . . , xn]Sn ⊂ Z[x1, . . . , xn] に制限して, 環準同型
ρn,m : Λn −→ Λm (3.1.3)

を得る. 但し Λ0 := Zと約束する. 系 1.3.7より {mλ | λ ∈ P, `(λ) ≤ n}が Λn の基底だから, 補題 3.1.1よ
り ρnm は全射である. 多項式次数 dの部分加群 Λd

n ⊂ Λn (1.2.3) に制限すると, 加群準同型
ρdn,m : Λd

n −→ Λd
m

が得られる. 補題 3.1.1より ρdn.m は常に全射であり, n ≥ m ≥ dなら全単射である.

ρdn,n = idと ρm,l ◦ ρn,m = ρn,l が成立するので,
(
(Λd

n)n∈N, (ρ
d
n,m)m≤n

)は加群の射影系である. この射影
系の射影極限を次のように書く.

Λd := lim←−
n

Λd
n.

Λd は自由加群であり, その元 f = (fn)n∈N は d 次対称多項式 fn = fn(x1, . . . , xn) ∈ Λd
n の列であって,

fn(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) = fm(x1, . . . , xm) (m ≤ n) を満たすものである.

n ≥ m ≥ dなら ρdn,m が同型であることから, 射影

ρdn : Λ
d −→ Λd

n, f 7−→ fn

は n ≥ dなら同型である. すると補題 3.1.1より, 分割 λ ∈ P, |λ| = dに対して, 次のmλ が一意に定まる.

mλ ∈ Λd, ρdn(mλ) = mλ(x1, . . . , xn) (n ≤ d)

mλ を単項対称函数 (monomial symmetric function) と呼ぶ. {mλ | λ ∈ P, |λ| = d}は Λd の基底である.

次数 dに関して直和を取った
Λ :=

⊕
d∈NΛ

d

は {mλ | λ ∈ P} を基底にもつ自由加群である. また, 対称多項式環 Λn の次数付き環構造 (積は多項式の掛
算) によって, Λにも次数付き環の構造が入る. 次数付き環 Λを無限変数 x = (x1, x2, . . . )の対称函数環 (ring

of symmetric functions) と呼ぶ.

ρn :=
⊕

d∈Nρ
d
n : Λ −→ Λn (3.1.4)

は次数付き環の全射準同型である.

係数環 Zを任意の可換環 Rに取り換えても同様の議論が成立する. それで得られる次数付き環を
ΛR =

⊕
d∈NΛ

d
R

と書き, R係数の対称函数環と呼ぶ. ΛR
∼= Λ⊗Z Rである. 特に係数環が F = Q(q, t)の場合を考えよう.

定理 3.1.2 (c.f. [M95, Chapter VI, §§1–4]). 各 λ ∈ Pに対し, 次の性質を満たす Pλ が一意に存在する.

Pλ ∈ ΛF, ρn(Pλ) = Pλ(x1, . . . , xn) ∈ Λn,F.

但し右辺で `(λ) > n の場合は, Pλ(x1, . . . , xn) := Pλ(x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) と `(λ) 変数に補完している (補
題 3.1.1 後半より 0 と等しい). そして {Pλ | λ ∈ P} は F 係数対称函数環 ΛF の F 基底である. この Pλ を
Macdonald対称函数と呼ぶ.
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3.2 Macdonald対称函数の一意存在
定理 3.1.2の証明を概説する. 以下の 3段階に分ける.

(I) ΛF =
⊕

d∈N Λd
F 上の次数を保つ q 差分作用素 E の構成.

(II) 三角性を持つ E の固有函数として Pλ ∈ ΛF が一意存在することを示す.

(III) ρn(Pλ) = Pλ(x1, . . . , xn)を示す.

第 I,II段階は [M95, Chapter VI, §3, §4] で議論されていて, また [白 03, 第 3章] にも解説がある.

第 I段階について. 次の第 II段階から推測されるように, 構成したい E は 1階のMacdonald-Ruijsenaars

作用素 (定義 1.3.1) の無限変数類似である. しかし注意するべき点があるので, その説明から始めよう.

構成したい E は Λd
F = lim←−n

Λd
n,F 上の線形作用素だから, 列 E = (En : Λ

d
n → Λd

n)n∈N であって, 各 n ≥ m

について, 図式

Λd
n Λd

n

Λd
m Λd

m

En

ρn,m ρn,m

Em

(3.2.1)

を可換にするものである. 1階のMacdonald-Ruijsenaars作用素を, 変数の個数 nを明記して

Dn := D(1)
x =

∑n
i=1AiTq,xi ∈ EndF Λn,F

と表すことにして, 上記図式の En を Dn にしたものが可換か否かを調べよう. Λd
n の基底である単項対称式

mλ(x1, . . . , xn) (|λ| = d) の行き先を見ると, 補題 1.4.2より

Dnmλ(x1, . . . , xn) = dnλmλ(x1, . . . , xn) + · · · , dnλ :=
∑n

i=1q
λitn−i. (3.2.2)

特に n 6= mなら dnλ 6= dmλ に注意する. このことと補題 3.1.1より, n > m ≥ `(λ)なら

mλ(x1, . . . , xn) dnλmλ(x1, . . . , xn) + · · ·

mλ(x1, . . . , xm) dmλ mλ(x1, . . . , xm) + · · ·

Dn

ρn,m ρn,m

/

Dm

となって, 可換にならない.

この議論で可換性の障害になっているのは, Dn = D
(1)
x に関する Pλ(x1, . . . , xn)の固有値 dnλ が, (3.2.2)の

ように変数の数 nに依存していることである. そこで Dn と恒等写像の線形結合を取って, 固有値が nに依存
しないようにしてみよう. [M95, Chapter VI, (4.1)]は

En := t−nDn −
n∑

i=1

t−i ∈ EndF Λn,F (3.2.3)

とした. 問題 2.2のmλ(x) =
∑

α∈Sn.λ
sα(x)と (2.1.2)の u1 係数を取った Dnmλ(x) =

∑
α∈Sn.λ

dαsα(x),

dα :=
∑n

i=1q
αitn−i から

Enmλ(x1, . . . , xn) =
∑

α∈Sn.λ
εnαsα(x1, . . . , xn),

εnα := t−ndnλ −
∑n

i=1t
−i =

∑n
i=1(q

αi − 1)t−i. (3.2.4)
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この等式 (3.2)から, m = n− 1の場合の図式 (3.2.1)の可換性

ρn,n−1 ◦ En = En ◦ ρn,n−1

が従い, そして任意のm ≤ nに対する可換性が従う. 実際, 任意の λ ∈ Pn に対して

(ρn,n−1 ◦ En − En ◦ ρn,n−1)mλ(x) = ρn,n−1

(∑
α∈Sn.λ

qαnsα(x)−mλ(x)
)

だが, sα(x) = ∆α+δ(x)/∆(x)より, αn 6= 0なら ρn,n−1sα(x) = sα(x1, . . . , xn−1, 0) = 0だから

=
∑

α∈Sn.λ, αn ̸=0

qαnsα(x1, . . . , xn−1, 0)−mλ(x1, . . . , xn−1, 0).

`(λ) ≥ nの場合は補題 3.1.1から, これは 0 − 0 = 0. `(λ) < nならこれは∑
α∈Sn−1.λ

sα(x1, . . . , xn−1) −
mλ(x1, . . . , xn−1)で, 問題 2.2からやはり 0.

定義 3.2.1 ([M95, Chapter VI, (4.3)]). ΛF 上の線形作用素 E が次で well-defined.

E := lim←−
n

En.

これを 1階の無限変数Macdonald作用素*5と呼ぶ.

以上で第 I段階が終わった. 第 II段階は有限変数の場合と同様で, 形式的議論で済む.

Pn 上のドミナンス順序の定義 1.3.4は, そのまま P =
⋃

n≥0 Pn 上に拡張される. それも同じ記号 ≤で書い
てドミナンス順序と呼ぶ. λ ≤ µなら |λ| = |µ|なので, 各 λ ∈ Pに対し, {µ ∈ P | µ < λ}が有限集合である
ことに注意する.

定理 3.2.2 ([M95, Chapter VI, §4]). 各 λ ∈ Pに対し, 次を満たす Pλ ∈ ΛF が一意に存在する.

(i) [三角性] Pλ ∈ mλ +
∑

µ<λ Fmµ.

(ii) [固有性] Pλ はMacdonald作用素 E の固有函数.

更に固有値は ελ :=
∑

i≥1(q
λi − 1)t−i. この和は∑ℓ(λ)

i=1 であって, 特に有限和であることに注意する. この対
称函数 Pλ をMacdonald対称函数と呼ぶ.

証明. n ≥ `(λ) なら, (3.2) の εnλ が ελ に等しいことに注意する. 命題 1.4.4 の議論において Λn,F を Λn に,

dλλ を ελ に取り換えると, {µ ∈ P | µ < λ} が有限集合であることから同じ議論が進んで, 主張が得られ
る.

最後に第 III 段階を済ませよう. (3.1.4) の射影 ρn : ΛF → Λn,F を思い出してほしい. また, 0 変数の
Macdonald 対称多項式を Pλ() := 1 ∈ Λ0,F で定義する. そして n < `(λ) の場合, 定理 3.1.2 にあるように,

Pλ(x1, . . . , xn) := Pλ(x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) と `(λ)変数に補完する.

補題 3.2.3. Macdonald 対称函数 Pλ ∈ ΛF は, 任意の n ∈ N に対して ρn(Pλ) = Pλ(x1, . . . , xn) を満たす.

逆に, この性質を満たす ΛF の元は Pλ と一致する.

証明. 無限変数 Macdonald 作用素 E の定義 3.2.1から ρn ◦ E = En ◦ ρn なので En

(
ρn(Pλ)

)
= ελρn(Pλ).

一方で (3.2.3) より En は Dn の一次式だから, Macdonald 対称多項式 Pλ(x1, . . . , xn) は En の固有函数で,

*5 本稿独自の用語.
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固有値は (3.2)の εnλ. n ≥ `(λ)なら εnλ = ελ だから, ρn(Pλ)は Pλ(x1, . . . , xn)と比例し, 三角性とmλ(x)の
安定性 (補題 3.1.1) より比例定数は 1. また n < `(λ)なら, 補題 3.1.1後半と同様の議論で ρn(Pλ) = 0であ
り, Pλ(x1, . . . , xn) = 0と一致する. 後半の一意性は, 射影極限の定義から直ちに従う.

3.3 Macdonald対称函数の直交性とMacdonald-Cauchy核
有限変数の場合 (定理 2.3.1) と同様に, Macdonald対称函数も直交性を持つ. 但し, 当然ながら有限変数の

時のMacdonald内積 (2.3.3)を対称函数に用いることはできない. Macdonaldは [M95, Chapter VI, §1, §2]

において, Schur対称函数や Hall-Littlewood対称函数の直交内積の拡張として, 問題の内積を導入した.

まず (1.2.5) の n 変数冪和対称式 pr(x) :=
∑n

i=1 x
r
i = m(r)(x) を思い出そう. 単項対称函数 m(r) ∈ Λ を

pr := m(r) と書いて, 冪和対称函数 (power sum symmetric function) と呼ぶ. 次の主張の証明は問題 3.3に
する.

事実 3.3.1. Q係数対称函数環 ΛQ = Λ⊗Z Qについて ΛQ = Q[p1, p2, . . . ]. 特に pr 達は Q上代数独立.

分割 λ = (λ1, λ2, . . . ) ∈ Pに対して
pλ := pλ1pλ2 · · · ∈ Λ

と定めると, 事実 3.3.1より {pλ | λ ∈ P}は ΛQ の Q基底である. そこで, F = Q(q, t)として:

定義 3.3.2 ([M95, Chapter VI, §2]). ΛF 上の対称双線形型式 〈·, ·〉∞ ≡ 〈·, ·〉∞,q,t を次で定義する.

〈pλ, pµ〉∞ := δλ,µzλ(q, t) (λ, µ ∈ P),

zλ(q, t) := zλ

ℓ(λ)∏
i=1

1− qλi

1− tλi
, zλ :=

∏
j≥1

jmj(λ)mj(λ)!, mj(λ) := |{i = 1, 2, . . . | λi = j}| .

定理 3.3.3 ([M95, (4.7)]). Macdonald対称函数 Pλ は定義 3.3.2の 〈·, ·〉∞ に関する ΛF の直交基底である.

本稿では証明の概略のみ説明する.

まず定義 3.3.2の内積について, {pλ | λ ∈ P}と {zλ(q, t)−1pλ | λ ∈ P}は双対基底である. そこで, 対応す
る核函数を考えよう. 二組の不定元列 x = (x1, x2, . . . )と y = (y1, y2, . . . )を用意し, それぞれを変数とする F
係数対称函数環を ΛF(x), ΛF(y)とする. それらの元として, 例えば冪和対称函数 pr(x) =

∑
i≥1 x

r
i ∈ ΛF(x),

pr(y) =
∑

i≥1 y
r
i ∈ ΛF(y)がある. ΛF(x)⊗F ΛF(y)は ΛF(x, y) = ΛF(x1, x2, . . . , y1, y2, . . . )と次数付き環と

して同型である. 次数に関してテンソル積を完備化したものを ΛF(x)⊗̂FΛF(y)と書く.

定義 3.3.4. ΛF(x)⊗̂FΛF(y)の元 Π(x; y)を

Π(x; y) = Π(x; y; q, t) :=
∑
λ∈P

zλ(q, t)pλ(x)pλ(y)

で定義し, Macdonald-Cauchy核と呼ぶ (名称の由来は下の注意 3.3.6参照).

Π(x; y)が内積 〈·, ·〉∞ に対応した核函数である. それを使って以下のように議論を進める.

(1) ΛF(x)⊗̂FΛF(y)において次の等式が成立する [M95, (2.5),(2.6)].

Π(x; y) =
∏
n≥1

exp
( 1

n

1− tn

1− qn
pn(x)pn(y)

)
=

∏
i,j

(txiyj ; q)∞
(xiyj ; q)∞

.



3.3 Macdonald対称函数の直交性とMacdonald-Cauchy核 27

(2) 展開 Π(x; y) =
∑

λ∈P gλ(x)mλ(y) によって gλ = gλ(x; q, t) ∈ ΛF を定義すると, {gλ | λ ∈ P} は
{mλ | λ ∈ P}の双対基底である [M95, (2.11)].

(3) {gλ(x1, . . . , xn) | λ ∈ Pn} は Λn,F の F基底である [M95, (2.19)].

(4) Λn,F 上の内積 〈·, ·〉n で 〈gλ,mµ〉n = δλ,µ (λ, µ ∈ Pn) となるものが一意に定まる [M95, (2.20)]*6.

(5) Macdonald-Ruijsenaars q 差分作用素 D
(r)
n ∈ EndF Λn,F は 〈·, ·〉n に関して自己随伴的 [M95, (3.11)].

(6) 無限変数Macdonald作用素 E ∈ EndF ΛF は 〈·, ·〉∞ に関して自己随伴的 [M95, (4.6)].

(7) 定理 3.3.3を示す.

最後の段階は有限変数の場合 (補題 2.3.5) と同様である. 最も非自明な段階は (5) で, (2.1.1)で導入した有限
変数の q 差分作用素の母函数 Dx(u) =

∑n
r=0 u

rD
(r)
x とMacdonald-Cauchy核に関する等式

Dx(u)Π(y1, . . . , yn; y1, . . . , yn) = Dy(u)Π(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn)

の証明に帰着される. この部分は [N23, §6.6.1]に核函数関係式 (kernel identity) として解説されている.

この時点で以下の諸性質を示すことができる. 既に示した性質も一部再掲する.

事実 3.3.5. (1) {Pλ | λ ∈ P} ⊂ ΛF は次の二条件で特徴づけられる.

(i) [三角性] Pλ ∈ mλ +
∑

µ<λ Fµλ.

(ii) [直交性] µ 6= λなら 〈Pλ, Pµ〉∞ = 0.

(2) r ∈ Nに対して gr := g(r) ∈ ΛF と書くと, 任意の λ ∈ Pに対して gλ = gλ1gλ2 · · · . また∑
n∈N

gn(x)u
n =

∏
i≥1

(txiu; q)∞
(xiu; q)∞

.

(3) 基本対称函数 er := m(1r) ∈ Λ及び前項の gr について r ∈ Nに対して

P(1r) = er, P(r) =
(q;q)r
(t;q)r

gr.

(4) Schur対称函数 sλ(x) ∈ Λ, ρn(sλ) = sλ(x1, . . . , xn)について

Pλ(x; q, t = q) = sλ(x).

(5) λ ∈ Pに対して

bλ = bλ(q, t) := 〈Pλ, Pλ〉−1
∞ ∈ F, Qλ = Qλ(x; q, t) := bλPλ ∈ ΛF

と定めると,
〈Pλ, Qµ〉∞ = δλ,µ,

∑
λ∈PPλ(x)Qµ(y) = Π(x; y), Q(r) = gr.

(6) F代数 ΛF = F[p1, p2, . . . ]の自己準同型 ωq,t を

ωq,t(pr) := (−1)r−1 1−qr

1−tr pr

で定義すると, λ ∈ Pとその転置 λ′ について

ωq,tPλ(x; q, t) = Qλ′(q, t), ωq,tQλ(x; q, t) = Pλ′(q, t), bλ(q, t)bλ′(t, q) = 1.

*6 誤植あり.
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(7) [M95, (5.3)]*7, [N23, Theorem 6.5, §6.6.2] 双対Macdonald-Cauchy核:∏
i,j

(1 + xiyi) =
∑
λ∈P

Pλ(x; q, t)Pλ′(y; t, q) =
∑
λ∈P

Qλ(x; q, t)Qλ′(y; t, q)

この時点では (5) の bλ ∈ F, つまり Pλ のノルムを求めるのは困難である. 次の副節で明示式を紹介する.

注意 3.3.6. Macdonald-Cauchy核の名前の由来は, t = q とすると Schur多項式の核函数

Π(x; y; q, t = q) =
∏

i,j
1

1−xiyj
=

∑
λsλ(x)sλ(y)

となり, Cauchyの行列式公式

det( 1
λi−µj

)ni,j=1 =

∏
i<j(λi − λj)(µj − µi)∏

i,j(λi − µj)
(3.3.1)

と同値なものになるからである. 詳しい説明が [N23, §3.3] にある.

最後に, ΛF 上の内積 〈·, ·〉∞ と Λn,F 上の内積 (2.3.3)

〈f, g〉 := 1

n!

∫
Tn

f(x−1)g(x)w(x) dx,

w(x) :=
∏

1≤i<j≤n

(xi/xj ; q)∞
(txi/xj ; q)∞

(xj/xi; q)∞
(txj/xi; q)∞

, dx :=
1

(2π
√
−1)n

dx1 · · · dxn
x1 · · ·xn

の比較を紹介する.

事実 3.3.7 ([M95, Chapter VI, (9.9)]). Λn,F 上の内積 〈·, ·〉′′n を

〈·, ·〉′′n := c−1
n 〈·, ·〉 , cn :=

1

n!

∫
Tn

w(x)dx

で定義すると, 任意の f, g ∈ ΛF に対して

〈f, g〉∞ = lim
n→∞

〈ρnf, ρng〉′′n .

但し ρn : ΛF → Λn,F は標準射影.

3.4 Pieri公式とタブロー表示
対称函数の空間 ΛF は対称函数の積に関して環をなすので , Macdonald対称函数 Pµ と Pν の積 PµPν は再

び対称函数になる. {Pλ | λ ∈ P}は ΛF の基底だから, 積 PµPν を Pλ 達で展開することができる. 対称函数の
次数に注目すると degPλ = |λ|だから, 展開は

PµPν =
∑

λ∈P, |λ|=|µ|+|ν|

cλµνPλ

と表せる. 係数 cλµν をMacdonald対称函数の Littlewood-Richardson係数と呼ぶことにしよう.

*7 誤植あり.



3.4 Pieri公式とタブロー表示 29

注意 3.4.1. この名前は, t = q の場合が Schur 多項式 (問題 1.3) の Littlewood-Richardson 係数 [M95,

Chapter I, §9] と一致することに由来する.

特に ν = (1r) の場合を考えると, 事実 3.3.5 (3) より P(1r) は基本対称函数 er と等しい. この場合の
Littlewood-Richardson 係数 cλµ,(1r) については, 因数分解された明示式が知られている ([M95, §6], [N23,

Theorem 6.3]).

事実 3.4.2 (Macdonald対称多項式の Pieri公式). µ ∈ Pと r = 1, 2, . . . に対し,

erPµ =
∑

λ∈P, |λ|−|µ|=r

ψ′
λ/µ(q, t)Pλ, ψ′

λ/µ(q, t) := ψλ′/µ′(t, q),

ψλ/µ(q, t) :=
∏

1≤i≤j≤ℓ(µ)

(qµi−µj tj−i+1; q)λi−µi

(qµi−µj+1tj−i; q)λi−µi

(qµi−λj+1+1tj−i; q)λi−µi

(qµi−λj+1tj−i+1; q)λi−µi

.

n変数の場合も, µ ∈ Pn, r = 1, 2, . . . , nに対して er(x)Pµ(x) =
∑

λ∈Pn, |λ|−|µ|=r ψ
′
λ/µ(q, t)Pλ(x)となる.

[M95, §6]では 事実 3.4.2と対称函数版の特殊値対称性 (c.f. 定理 2.4.2) を同時に示している. [N23, §6.2,

§6.3]では特殊値対称性 (定理 2.4.2) の帰結として事実 3.4.2を導出している.

本稿では以下の補題 3.4.3と系 3.4.4だけ示すことにする. まず λ, µ ∈ Pn に対して,

• 各 i = 1, . . . , nに対して 0 ≤ λi − µi ≤ 1の時, λ/µは垂直帯 (vertical strip) である, という.

• 転置 λ′, µ′ について, λ′/µ′ が垂直帯である時, λ/µは水平帯 (horizontal strip)である, という.

Young 図形で言い換えると, 垂直帯は Young 図形の差 λ \ µ (歪 Young 図形) において, (英国流で) 各行
に高々一つの箱しかないという条件である. 同様に, 垂直帯は各列に高々一つしか箱がない. 詳細は [M95,

Chapter I, §1] 等を参照して欲しい.

補題 3.4.3. ψλ/µ(q, t) 6= 0 ⇐⇒ λ/µが水平帯. ψ′
λ/µ(q, t) 6= 0 ⇐⇒ λ/µが垂直帯.

特に Pieri公式の和は, λ/µが垂直帯である λだけ取れば良い.

証明. 前半だけ示す. ψλ/µ の零点は分子二項目 (qµi−λj+1+1tj−i; q)λi−µi の零点, つまり j = i かつ µi −
λj+1 + 1 = 0, つまり λi+1 = µi + 1. よって零点があるなら λi ≥ λi+1 > µi ≥ µi+1 だから, 歪 Young図形
λ \ µには座標 (i, µi + 1)及び (i+ 1, µi + 1)に箱がある. つまり水平帯ではない. 逆に水平帯でなければ, 適
当な i ≤ `(µ)について, λ \ µの座標 (i, µi + 1)及び (i+ 1, µi + 1)に箱があるから, ψλ/µ は零点を持つ.

系 3.4.4 (Schur多項式の Pieri公式, [M95, Chapter I, (5.16)]). µ ∈ Pと r = 1, 2, . . . に対し,

ersµ =
∑

λ∈P, |λ|−|µ|=r, λ/µ : vertical strip

sλ.

証明. 事実 3.4.2で t = q とし, 事実 3.3.5 (4)を用いる.

また, 事実 3.3.5 (5) の対称函数版のノルムの逆数 bλ(q, t)もこの時点で決定できる. 結果だけ紹介すると:

事実 3.4.5 ([M95, Chapter VI, (6.19)]). bλ(q, t) = 〈Pλ, Pλ〉−1
∞ ∈ Fは

bλ(q, t) =
∏
s∈λ

1− qa(s)tl(s)+1

1− qa(s)+1tl(s)
.
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但し (3.1.2)のように Young図形の格子点を s = (i, j) ∈ λとしたとき,

a(s) = aλ(i, j) := λi − j + 1, l(s) := aλ′(j, i).

a(s)を腕の長さ (arm-length), l(s)を脚の長さ (leg-length) と呼ぶ.

特に Schur対称函数 sλ ∈ ΛF のノルムの逆数は bλ(q, q) = 1である.

最後にMacdonald対称多項式のタブロー表示を紹介しよう. まず Young盤の用語を導入する. 二つの分割
λ, µ ∈ Pについて, λに対応する Young図形が µに対応する Young図形を含む時, λ ⊃ µと書くことにする.

定義 3.4.6 ([M95, Chapter I, §1, p.5]). λ ∈ P を枠とする半標準盤 (semistandard tableau), または
column-strict tableauとは,

() = λ(0) ⊂ λ(1) ⊂ · · · ⊂ λ(n) = λ

を満たす分割の列 T = (λ(i))ni=0 であって, 各 i = 1, 2, . . . , nについて θ(i) := λ(i)/λ(i−1) が水平帯になってい
るもののことである. 枠 λの半標準盤全体がなす集合を SSTab(λ)と書く. そのうち, 長さが n以下の列から
なる部分集合を SSTab(λ)n と書く.

条件を言い換えると, i = 1, . . . , nについて θ(i) の箱に数字 iを書き込むと, (英国流で) 各列で上から下に
数字が狭義単調増加であり, 各行で右から左に広義単調増加である. そこで, 半標準盤 T を表すのに, 分割の列
の代わりに, 枠の Young図形に数字を書き込んで示すことが多い.

例 3.4.7. n = 3, λ = (2, 1)なら, SSTab((2, 1))3 は以下の 8個の半標準盤からなる.

1 1
2

1 1
3

1 2
2

1 2
3

1 3
2

1 3
3

2 2
3

2 3
3

また SSTab((r))n は i1i2 ir (1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ir ≤ n) という形の半標準盤からなり, 総数は (
n+r−1
r−1

)
.

SSTab((1r))n は i1
i2

ir

(1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n) という形の半標準盤からなり, 総数は (
n
r

)である.

歪 Young図形に対するMacdonald対称函数を導入し, Pieri公式を繰り返し用いることで, 次の主張が得ら
れる.

事実 3.4.8 (タブロー表示, [M95, Chapter VI, (7.13’)]). λ ∈ Pと T = (λ(i))ni=0 ∈ SSTab(λ)に対して

xT := x
m1(T )
1 x

m2(T )
2 · · · , mi(T ) :=

∣∣{T に書き込まれている数字 iの数 }
∣∣ (i = 1, . . . , n),

ψT :=

n∏
i=1

ψλ(i)/λ(i−1)(q, t), ψλ/µ(q, t) :=
∏

1≤i≤j≤ℓ(µ)

(qµi−µj tj−i+1; q)λi−µi

(qµi−µj+1tj−i; q)λi−µi

(qµi−λj+1+1tj−i; q)λi−µi

(qµi−λj+1tj−i+1; q)λi−µi

(ψµ/ν(q, t)は事実 3.4.2で与えたもの) と定めると, Macdonald対称函数 Pλ ∈ ΛF は次のように展開できる.

Pλ(x) =
∑

T∈SSTab(λ)

ψT (q, t)x
T .

特に λ ∈ Pn に対して, n変数Macdonald対称多項式のタブロー表示は

Pλ(x1, . . . , xn) =
∑

T∈SSTab(λ)n

ψT (q, t)x
T .
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例 3.4.9. n = 2 変数の場合に命題 1.3.11 (本質的に Rogers 多項式) をタブロー表示から再導出しよう.

λ = (λ1, λ2) ∈ P2 に対し, SSTab(λ)2 の元は

1 · · · 1 · · · 1 2 · · · 2

2 · · · 2

の形の Young盤, つまり

SSTab(λ)2 = {T = (λ(0) = ∅ ⊂ λ(1) = (m, 0) ⊂ λ(2) = λ) | λ2 ≤ m ≤ λ1}.

l := λ1 − λ2, i := m− λ2 と置こう. Pieri係数は, `(λ(0)) = 0から ψλ(1)/λ(0) = 1, また `(λ(1)) = 1から

ψλ(2)/λ(1) =
(t; q)λ1−m

(q; q)λ1−m

(qm−λ2q; q)λ1−m

(qm−λ2t; q)λ1−m
=

(qiq; q)l−i

(qit; q)l−i

(t; q)l−i

(q; q)l−i
=

(q; q)l
(t; q)l

(t; q)i
(q; q)i

(t; q)l−i

(q; q)l−i
.

また xT = xm1 x
λ1+λ2−m
2 = (x1x2)

λ2xi1x
l−i
2 . j := l − iと置くと命題 1.3.11の表示が得られる.

例 3.4.10. 例 1.3.13で n = 3, λ = (2, 1)の場合に P(2,1) = m(2,1) +
(1−t)(2+q+t+2qt)

1−qt2 m(13) となることを紹
介した. m(13)(x) = x1x2x3 の係数をタブロー表示から再導出しよう. SSTab((2, 1))3 のうち数字 1, 2, 3が全
て現れる盤は T = 1 2

3
と S = 1 3

2
. T については ψT = ψ(1)/∅ψ(2)/(1)ψ(2,1)/(2) で,

ψ(1)/∅ = 1, ψ(2)/(1) =
(t; q)λ1−µ1

(q; q)λ1−µ1

(qµ1−λ2+1; q)λ1−µ1

(qµ1−λ2t; q)λ1−µ1

=
1− t
1− q

1− q2

1− qt
, ψ(2,1)/(2) = · · · = 1.

S については ψS = ψ(1)/∅ψ(12)/(1)ψ(2,1)/(12) で, ψ(1)/∅ = ψ(12)/(1) = 1及び

ψ(2,1)/(12) =
(t; q)λ1−µ1

(q; q)λ1−µ1

(qµ1−λ2q; q)λ1−µ1

(qµ1−λ2t; q)λ1−µ1

(qµ1−µ2t2; q)λ1−µ1

(qµ1−µ2qt; q)λ1−µ1

(qµ1−λ3qt; q)λ1−µ1

(qµ1−λ3t2; q)λ1−µ1

=
1− t2

1− qt
1− q2t
1− qt2

.

よって係数は ψT + ψS = 1−t
1−qt

(
(1 + q) + 1−q2t

1−qt2 (1 + t)
)
= 1−t

1−qt
(1−qt)(2+q+t+qt)

1−qt2 = (1−t)(2+q+t+2qt)
1−qt2 .

また事実 3.4.8を t = q と特殊化すれば:

系 3.4.11 (Schur対称函数のタブロー表示, [M95, Chapter VI, (7.13′)], [岡 06, 定理 9.33]).

sλ(x) =
∑

T∈SSTab(λ)n

xT .

3.5 レポート問題
問題 3.1 (おすすめ問題, [M95, Chapter I, (1.11)]). ドミナンス順序 ≤に関して, µ ≤ λなら µ′ ≥ λ′ である
ことを示せ.

問題 3.2 ([M95, Chapter I, §2, p.19, Remark 1]). 環準同型 (3.1.3) は全射なので,
(
(Λn)n∈N, (ρn,m)m≤n

)
は可換環の射影系であり, その射影極限として可換環

Λ̂ := lim←−
n

Λn

が得られる. 対称函数環
Λ =

⊕
d∈N

Λd, Λd = lim←−
n

Λd
n

は Λ̂の真の部分環であることを示せ.
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問題 3.3 ([M95, Chapter I, (2.12)]). 冪和対称函数 pr 達が Q上代数独立であること (事実 3.3.1) を示せ.

問題 3.4 ([M95, Chapter VI, (4.4)]). Macdonald対称函数 Pλ(x; q, t) ∈ ΛF について,

Pλ(x; q, t) = Pλ(x; q
−1, t−1)

が成立することを, 次の手順で示せ.

(1) 無限変数版Macdonald内積を 〈·, ·〉∞,q,t と書くと, 任意の f, g ∈ Λd
F に対して

〈f, g〉∞,q−1,t−1 = (t/q)d 〈f, g〉∞,q,t

となることを示せ [M95, Chapter VI, (2.3)].

(2) 事実 3.3.5 (1)を用いる.



4 GL型拡大アフィン Hecke環 33

4 GL型拡大アフィン Hecke環
[野 97]及び [N23, Chapter 8] に従って, アフィン Hecke環の表現による Macdonald 多項式へのアプロー

チを説明する.

有限変数 x = (x1, . . . , xn)の話に戻る. 従来通り n次対称群 Sn をW と書き, 添字集合 Zn を P と書く.

4.1 対称群と A型ルート系
対称群を A型ルート系のWeyl群としてみなし, ルート系の基本事項を速習しよう.

(Rn, 〈·, ·〉)を n次元 Euclid内積空間とし, ε1, . . . , εn を Rn の標準基底とする.

V := {
∑n

i=1aiεi |
∑n

i=1ai = 0} ⊂ Rn (4.1.1)

は Rn の n− 1次元部分空間で, 内積 〈·, ·〉の V への制限は, V 上の内積を定める. それを同じ記号で書き, 内
積空間 (V, 〈·, ·〉)の直交変換群を次のように表す.

O(V ) = O(V, 〈·, ·〉) := {f : V → V | 線形同型かつ ∀v, w ∈ V, 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉}.

V の部分集合 Φを

Φ := {αij := εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ n} ⊂ V (4.1.2)

で定める. |Φ| = n(n− 1)である. また, 次の等式が成立する (問題 4.1).

Φ = {v ∈ V | 〈v, v〉 = 2} ∩
∑n

i=1Zεi. (4.1.3)

各 α ∈ Φについて, αに垂直な超平面 Hα := {v ∈ V | 〈α, v〉 = 0}に関する鏡映変換を sα : V → V と書き
ます. 内積 〈·, ·〉の幾何学的意味*8から

sα(v) := v − 2
〈v, α〉
〈α, α〉

α (v ∈ V ). (4.1.4)

sα は線形変換であって内積 〈·, ·〉を保つので sα ∈ O(V ). また対合的 (involutive), つまり s2α = idを満たす.

更に sα(α) = −αであり, またHα の元は sα で動かない. 逆に, そのような (V, 〈·, ·〉)の直交変換は sα と一致
する. このことから:

補題 4.1.1. t ∈ O(V )と α ∈ V \ {0}に対し tsαt
−1 = stα.

証明. 明らかに (tsαt
−1)(tα) = −tα. Htα の任意の元 w は,

〈
t−1w,α

〉
= 〈w, tα〉 = 0 より, 適当な v ∈ Hα

を用いて w = tv と書ける. すると (tsαt
−1)(w) = (tsαt

−1)(tv) = tsαv = tv = w. よって tsαt
−1 は Htα の

元を動かさない.

集合 Φは An−1 型ルート系 (root system of type An−1) [Hu90, Chap. 1,2] である. 公理を復習すると:

命題 4.1.2. Φ ⊂ V \ {0}は次の性質を満たす.

(R1) 任意の α ∈ Φに対し Φ ∩ Rα = {α,−α}.

*8 高校数学の教科書に書いてある, ベクトルの射影としての解釈.



4.1 対称群と A型ルート系 34

(R2) 任意の α ∈ Φに対し sα(Φ) = Φ.

(R3) 任意の α, β ∈ Φに対し 2⟨α,β⟩
⟨β,β⟩ ∈ Z.

証明. (R1) は定義 (4.1.2) から直接確かめられる. (R3) は, α = αij , β = αkl ∈ Φ について, (4.1.3) より
〈β, β〉 = 2だから, Kroneckerデルタを用いて

2 ⟨α,β⟩
⟨β,β⟩ = 〈αij , αkl〉 = 〈εi − εj , εk − εl〉 = δi,k + δj,l − δi,l − δj,k ∈ Z.

(R2) については (4.1.3) を用いる. α = αij ∈ Φ について sij := sαij
と略記すると, sij ∈ O(V ) より,

{v ∈ V | 〈v, v〉 = 2}は sij の作用で保たれる. 一方, (4.1.4)で v ∈ Rn+1 とすれば sα ∈ O(Rn)とみなせて

sij(εk) = εk − 〈αij , εk〉αij = εk − (δi,k − δj,k)(εi − εj) =


εj (k = i)

εi (k = j)

εk (k 6= i, j)

. (4.1.5)

よって∑n
i=1 Zεi も sij の作用で保たれる. 従って (4.1.3)より sα(Φ) ⊂ Φ. 一方で s2α = idより sα は全単射.

以上より sα(Φ) = Φ.

直交変換群 O(V )のうち鏡映 sα 達が生成する部分群を

W =W (Φ) := 〈sα (α ∈ Φ)〉grp ⊂ O(V )

と書いて, ルート系 ΦのWeyl群と呼ぶ.

W の群としての生成元を見つけるために, Φの部分集合

∆ := {αi := αi i+1 = εi − εi+1 | i = 1, . . . , n− 1} (4.1.6)

は線形空間 V の基底であり, Φ の任意の元は ∆ の元の整数係数線形結合で書ける. つまり Φ ⊂ Z∆,

Z∆ :=
∑n−1

i=1 Zαi ⊂ V . Φのうち, ∆の元の非負整数係数の線形結合で書けるものがなす部分集合を

Π := Φ ∩ N∆, N∆ :=
∑n−1

i=1 Nαi ⊂ V

と表し, また −Π := {−α | α ∈ Π}と置くと, Φの定義 (4.1.2)から

Π = {αij | 1 ≤ i < j ≤ n− 1}, Φ = Π t (−Π).

定義 4.1.3. ∆ の元を (Φ の) 単純ルート (simple root), Π の元を (∆ に関する Φ の) 正ルート (positive

root), −Πの元を負ルート (negative root) と呼ぶ.

補題 4.1.4. 任意の単純ルート α ∈ ∆について sα(Π \ {α}) = Π \ {α}.

証明. β ∈ Π \ {α} を β =
∑

γ∈∆ cγγ と表すと, Π ⊂ N∆ と命題 4.1.2 の Rα ∩ Φ = {±α} より, ある
γ0 ∈ ∆ \ {α} が存在して cγ0

> 0. すると sαβ = β − cα の γ0 の係数も正で, Φ = Π t (−Π) から,

sαβ =
∑

γ∈∆ c
′
γγ と書いたときの全ての係数 c′γ は正. 従って sαβ 6= −α. 以上より任意の β ∈ Π \ {α}は sα

で Π \ {α}の元に写る. すると s2α = idより, Π \ {α}上で sα は全単射である.

Weyl群の生成元の話に戻る. sα = s−α からW = 〈sα (α ∈ Π)〉grp. αi ∈ ∆に対応する鏡映を

si := sαi ∈W (i = 1, . . . , n− 1) (4.1.7)
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と略記し, 単純鏡映 (simple reflection) と呼ぶ. (4.1.5)から, Rn+1 への作用は si(εi) = εi+1, si(εi+1) = εi,

si(εj) = εj (j 6= i, i+ 1) である. これは, n次対称群 Sn の元 σ の作用

σ(
∑n

j=1cjεj) :=
∑n

j=1cjεσ(j) =
∑n

j=1cσ−1(j)εj , cj ∈ R (1 ≤ j ≤ n) (4.1.8)

における, 隣接置換 (1.1.2)の場合 σ = (i, i+ 1)と一致する. 更に:

事実 4.1.5 (例えば [Hu90, §1.9]). 対応 si 7→ (i, i+ 1) (1 ≤ i ≤ n− 1) は群の同型W
∼−→ Sn を定める. 更

に, この同型による同一視の下, σ ∈W = Sn の Rn への作用は (4.1.8)で与えられる.

以下Weyl群と対称群をW = Sn と同一視し, 単純鏡映 si = sαi と隣接置換 (i, i+ 1)とを同一視する. 対
称群 Sn は {(i, i+ 1) | i = 1, . . . , n− 1}で生成されるので, W も {si | i = 1, . . . , n− 1}で生成される.

この副節の残りの部分では, Weyl群W の長さ関数を復習する.

定義 4.1.6. w ∈W の (単純ルート集合 ∆に関する) 長さ (length) `(w) ∈ Nとは,

w = si1 · · · sir , (i1, . . . , ir ∈ I0)

と単純鏡映の積で書いたときの r の最小値のこと. そして w の符号 (sign) sgn(w)を次で定義する.

sgn(w) := (−1)ℓ(w).

また, この最小値を与えるような表示 w = si1 · · · siℓ(w)
のことを w の簡約表示 (reduced expression) と呼ぶ.

`(w)を正ルート集合 Πに関する量で表すことができる. やはり証明はしない.

事実 4.1.7 (例えば [Hu90, §1.6, §1.7]). 各 w ∈W に対し

`(w) = |Π(w)| , Π(w) := Π ∩ w−1(−Π). (4.1.9)

右辺の集合Π(w)の組み合わせ論的な意味を考えよう. 正ルート集合はΠ = {αij = εi−εj | 1 ≤ i < j ≤ n}
で, 負ルート集合は −Π = {αji | 1 ≤ i < j ≤ n}である. また同一視W = Sn の下で, Rn への作用は (4.1.8)

で与えられるので w(αij) = αw(i)w(j). 従って

Π(w) = {αij ∈ Π | αw(i)w(j) ∈ −Π} = {(i, j) ∈ I2 | i < j かつ w(i) > w(j)}.

つまり, |Π(w)|は置換 w ∈ Sn の転倒数 (inversion number) である.

4.2 q 差分鏡映作用素環
k をパラメータ q を含む体とする. x = (x1, . . . , xn)を変数とする k 係数の Laurent多項式環及び有理函数

体 k[x±1] ⊂ k(x)を考える. 有理函数 f ∈ k(x)を左掛算作用素 k(x) → k(x), g 7→ fg とみなすことで, k(x)

は非可換 k 代数 Endk k(x)の可換部分 k 代数と思える.

qシフト作用素を τi = Tq,xi
(i = 1, . . . , n) と書き, µ = (µ1, . . . , µn) ∈ P = Zn に対して τµ := τµ1

1 · · · τµn
n

と略記する. 定数係数の q 差分作用素全体がなす集合 k[τ±1] :=
{∑

µ∈Paµτ
µ | aµ ∈ k

} は変数 τ =

(τ1, . . . , τn) の Laurent 多項式の集合であり, 作用素の合成によって環になり, Endk k(x) の可換部分 k 代数
である.



4.3 拡大アフィンWeyl群の構造 36

これら二つの可換部分環 k(x), k[τ±1] ⊂ Endk k(x)が生成する部分環 Dq,x ⊂ Endk k(x)は, 有理函数係数
の q 差分作用素全体と一致する:

Dq,x = k(x)[τ±1] :=
{∑

µ∈Paµ(x)τ
µ | aµ(x) ∈ k(x)

}
. (4.2.1)

Dq,x を q 差分作用素環と呼ぼう. 有理函数 f = f(x) ∈ k(x)と τµ (µ ∈ P ) の関係式は

τµf = (τµf)τµ, (τµf)(x) := f(qµ1x1, . . . , q
µnxn). (4.2.2)

次に, 対称群W = Sn は (1.1.4)によって k(x)に作用するから, k 係数の群環

k[W ] :=
{∑

w∈Waww | aw ∈ k
}
,

(
∑

w∈Waww) · (
∑

w∈W bww) :=
∑

w∈W (
∑

w′,w′′∈W,w′w′′=waw′bw′′)w

も Endk k(x)の部分 k 代数と思える. これは (n ≥ 2なら) 非可換環であることに注意する. Dq,x と k[W ]が
生成する Endk k(x)の部分環は

Dq,x[W ] ≡ Dq,x[W ]k :=
{∑

µ∈P,w∈Waµ,w(x)τ
µw | aµ,w(x) ∈ k(x)

}
(4.2.3)

と一致する. この Dq,x[W ]を q 差分鏡映作用素環 (ring of q-difference-reflection operators) と呼ぶ. この環
の非可換な関係式は, (4.2.2)とW の関係式 (1.1.3)及び

wτµ = τw.µw, wf = (w.f)w (w ∈W, µ ∈ P, f = f(x) ∈ k(x)) (4.2.4)

である. 但し (1.2.2)の作用 (を Nn から P = Zn へ自然に拡張した) W ↷ P と (1.1.4)の作用 (を自然に拡
張した) W ↷ k(x)を .で表した.

Dq,x[W ]の構造は次のように言い換えられる. τP := {τµ | µ ∈ P}を q シフト作用素 (並進作用素) のなす
群としよう. 抽象群としては, τP は可換群 P = Zn と “指数写像” µ 7→ τµ によって同型である.

定義 4.2.1. 次の半直積群 W̃ を GL型拡大アフィンWeyl群 (extended affine Weyl group) と呼ぶ.

W̃ ≡ W̃GLn := τP ⋊W = {τµw | µ ∈ P, w ∈W}, wτµ = τw.µw. (4.2.5)

(4.2.5)の関係式と作用 (4.2.4)が整合的なので, k(x)への τP とW の作用から W̃ の忠実作用が定まる. つ
まり k 係数の群環 k[W̃ ] は Endk k(x) の部分環と思える. すると, q 差分鏡映作用素環 Dq,x[W ] は k(x) と
k[W̃ ]が生成する Endk k(x)の部分環と一致する:

Dq,x[W ] =
〈
k(x), k[W̃ ]

〉
k-alg

⊂ Endk k(x). (4.2.6)

4.3 拡大アフィンWeyl群の構造
定義 4.2.1の拡大アフィンWeyl群 W̃ =

〈
W, τP

〉
grp
の構造を詳しく観察しよう. まず, W = Sn の生成系

である (4.1.7)の単純鏡映 s1, . . . , sn−1 に加え, 互換 (1, n) ∈W と巡回置換 (n− 1, n− 2, . . . , 1) ∈W 及び並
進作用素 τi ∈ τP を使って

s0 := τ−1
1 τn(1, n), ω := τn(n− 1, . . . , 1) ∈ W̃
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と定め, s0 をアフィン鏡映 (affine reflection), ω を Dynkin自己同型と呼ぶ. F(x)への作用は

s0(x1) = qxn, s0(xi) = xi (i = 2, . . . , n− 1), s0(xn) = q−1x1,
ω(x1) = qxn, ω(xi) = xi−1 (i = 2, . . . , n).

(4.3.1)

実は, 抽象群として W̃ は次の表示を持つことが知られている (変種については問題 4.3).

事実 4.3.1. 群 W̃ は次の表示を持つ.

W̃ = 〈s0, . . . , sn−1, ω | (0), (1), (2), (3)〉grp .
(0) s2i = 1 (i = 0, 1, . . . , n− 1).
(1) sisj = sjsi (j 6≡ i, i± 1 mod n).
(2) sisjsi = sjsisj (j ≡ i, i± 1 mod n).
(3) ωsi = si−1ω (i mod n で読む).

(4.3.2)

また, τi 達はこれらの生成元を使って次のように書ける (後で必要になる為, 右辺で逆元を取っている).

τ1 = s1 · · · sn−1ω, τ2 = s2 · · · sn−1ωs
−1
1 , · · · , τn = ωs−1

1 · · · s
−1
n−1. (4.3.3)

このことと関係して, 次の事実を紹介する.

事実 4.3.2 (c.f. [M03, §3.1, §3.2]). GL型拡大アフィン組紐群 (extended affine braid group) B̃ を, (4.3.2)

を使って

B̃ := 〈s0, . . . , sn−1, ω | (1), (2), (3)〉grp

で定義し, その元 τ1, . . . , τn を (4.3.3)の右辺で定義する. また, µ = (µ1, . . . , µn) ∈ P = Zn に対し

τµ := τµ1

1 · · · τµn
n

で定義する. この時,

(1) µ, ν ∈ P に対して τµτν = τµ+ν が成立する. 特に {τµ | µ ∈ P} ⊂ B̃ は可換部分群で, P と同型.

(2) P = Zn 上の対称双線形形式 〈µ, ν〉 := ∑n
i=1 µiνi について, µ ∈ P と αi := εi− εi+1 (i = 1, . . . , n−1,

(4.1.2)参照) が 〈µ, αi〉 = 1を満たす時,

siτ
µ−αisi = τµ. (4.3.4)

(3) µ ∈ P と αi := εi − εi+1 (i = 1, . . . , n− 1) が 〈µ, αi〉 = 0を満たす時,

siτ
µ = τµsi. (4.3.5)

W̃ は B̃ を (4.3.2) (0) の二次関係式 (si − 1)(si + 1)で割ったものである.

証明. (1) の τ1τ2 = τ2τ1 だけ証明する. まず次の関係式に注意する (証明は問題 4.2):

siτi+1si = τi, siτj = τjsi (i = 1, . . . , n, j 6= i, i+ 1)

すると

τ1τ2 = τ1 · s2 · · · sn−1 · ωs−1
1 = s2 · · · sn−1 · τ1 · ωs−1

1 = s2 · · · sn−1 · s1 · · · sn−2sn−1ω · ωs−1
1

= s2 · · · sn−1 · ωs2 · · · sn−1s0 · ωs−1
1 = s2 · · · sn−1 · ωs2 · · · sn−1s0 · s−1

0 ω

= s2 · · · sn−1ωs
−1
1 · s1s2 · · · sn−1ω = τ2τ1.
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次に, si 達が生成する W̃ の部分群に注目すると, それは A型アフィンWeyl群

Waff ≡WAn−1

aff := 〈s0, . . . , sn−1 | (0), (1), (2)〉grp

と同型である. Waff は Coxeter群 [Hu90, Chapter 4] であり, 頂点 0, . . . , n− 1の A型アフィン Dynkin図形
0

1 2 n− 2 n− 1

に対応した Coxeterグラフから定まる実鏡映群である. 特に頂点 iが生成元 (単純鏡映) si に対応する. 上の
アフィン Dynkin図形においての直線部分は A型 Dynkin図形で, 対応する Coxeter群が A型Weyl群, 即ち
対称群W = Sn である. 関係式 (3) から, ω はアフィン Dynkin図形の頂点番号を反時計回りに一つずらす,

つまりグラフの自己同型の生成元と思える. これが “Dynkin自己同型”という ω の名前の由来である. また,

このことから半直積としての W̃ の表示が得られる:

W̃ =Waff ↶ Ω, Ω := 〈ω〉grp , ωsi = si−1ω (i mod n で読む).

Ωは ω が生成する無限巡回群*9である.

今までに現れた群をまとめて表示しておこう.

W ⊂Waff ⊂ W̃ =Waff ⋊ Ω =W ⋉ τP ⊃ τP . (4.3.6)

4.4 拡大アフィン Hecke環と Lusztig関係式
Coxeter群の群環の変形として岩堀 Hecke環が知られている. Coxeter群としてアフィンWeyl群を取った
岩堀 Hecke 環をアフィン Hecke 環と呼ぶ. Macdonald 対称多項式と関係するのは, A 型アフィン Hecke 環
H(Waff)を拡大した環 H(W̃ )とその q 差分鏡映作用素による実現である. それを紹介しよう.

定義 4.4.1. k を, パラメータ tの平方根 t1/2 を含んだ体とする. 次の k 代数 H(W̃ )を GL型拡大アフィン
Hecke環と呼ぶ.

H(W̃ ) ≡ H(W̃GLn) :=
〈
T0, . . . , Tn−1, ω

±1 | (0), (1), (2), (3)
〉
k-alg

.

(0) (Ti − t1/2)(Ti + t−1/2) = 0 (i = 0, 1, . . . , n− 1).
(1) TiTj = TjTi (j 6≡ i, i± 1 mod n).
(2) TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 (i mod n で読む).
(3) ωTi = Ti−1ω, ωω

−1 = ω−1ω = 1 (i mod n で読む).

(4.4.1)

二次関係式 (0)*10 を Hecke関係式と呼ぶ.

事実 4.3.2 と比較すると, H(W̃ ) は拡大アフィン組紐群の k 係数群環 k[B̃] を (4.4.1) (0) の二次関係式で
割ったものである. また, (4.4.1)と拡大アフィンWeyl群 W̃ の基本関係式 (4.3.2)とを比較すると, H(W̃ )は
W̃ の二次関係式 (si − 1)(si + 1) = 0 を “t変形”したものであり, t→ 1とすれば群環 k[W̃ ]と一致する.

*9 代わりにアフィン Dynkin 図形の自己同型群 Ω′ := ⟨ω′ | (ω′)n⟩grp を考えると, An 型拡大アフィン Weyl 群 W̃ (An) =

Waff ⋊ Ω′ が得られます. 対応する Macdonald 多項式が An 型 Macdonald 多項式で, 特に n = 1 とすると注意 1.3.12 の
Rogers多項式になります.

*10 [N23, Theorem 8.1 (0)]に誤植があって, 右辺は 1でなく 0です.
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Hecke関係式 (0) から, 生成元 Ti ∈ H(W̃ )は可逆である:

T−1
i = Ti − (t1/2 − t−1/2). (4.4.2)

また, 群の列 (4.3.6)の類似として, 以下の環の列がある.

H(W ) ⊂ H(Waff) ⊂ H(W̃ ) = H(Waff ⋊ Ω) = H(W ⋉ τP ) ⊃ k[τP ]. (4.4.3)

但し H(W ) := 〈s1, . . . , sn−1〉k-alg はW = Sn の岩堀 Hecke環, H(Waff) := 〈s0, . . . , sn−1〉k-alg は冒頭で触
れた A型アフィン Hecke環であり, k[τP ]は可換群 τP の k 係数群環である.

次に H(W̃ )の基底を一つ上げよう. W = Sn の場合 (定義 4.1.6) と同様に, Coxeter群である A型アフィ
ン Hecke環Waff の元 w′ を生成元で

w′ = si1 · · · sil (i1, . . . , il ∈ {0, . . . , n− 1})

と表示した時, l が最小値になるような表示を w′ の簡約表示と呼ぶ. W̃ は半直積Waff ⋊ Ωだから, 任意の元
w ∈ W̃ は w = w′ωr (w′ ∈Waff, j ∈ Z) と一意に表せる. この時, 更に w′ ∈Waff を簡約表示して,

w = si1 · · · silωj

と表示したものを, w ∈ W̃ の簡約表示と呼ぶ.

事実 4.4.2 (c.f. [M03, (4.1.3)]). w ∈ W̃ の簡約表示 w = si1 · · · silωj (ik ∈ {0, . . . , n − 1}, j ∈ Z) を一つ
とり,

T (w) := Ti1 · · ·Tilωj ∈ H(W̃ )

とすると, これは簡約表示の取り方によらない元を定める. 更に {T (w) | w ∈ W̃}は H(W̃ )の k 基底である.

次に, H(W̃ )の可換部分環を構成しよう. この構成が拡大アフィン Hecke環とMacdonald対称多項式との
関係の鍵になる. 事実 4.3.2 で紹介した, 拡大アフィン組紐群 B̃ の元 τµ = τµ1

1 · · · τµn
n (µ = (µ1, . . . , µn) ∈

P = Zn) を思い出してほしい. H(W̃ )は k[B̃]の商だから, 環の全射準同型 k[B̃] � H(W̃ )がある.

定義 4.4.3. 各 µ ∈ P に対し, 商 k[B̃] � H(W̃ )による yµ ∈ k[B̃] (µ ∈ P ) の像を Y µ ∈ H(W̃ )と書く.

τi ∈ B̃ の定義 (4.3.3)から, Yi ∈ H(W̃ )は次を満たす.

Y1 = T1 · · ·Tn−1ω, Y2 = T2 · · ·Tn−1ωT
−1
1 , · · · , Yn = ωT−1

1 · · ·T−1
n−1.

B̃ において τµ 達は可換だったから, 商 H(W̃ )においても Y µ 達も可換である:

Y µY ν = Y νY µ ∈ H(W̃ ) (µ, ν ∈ P ).

特に Y ±1
1 , . . . , Y ±1

n は可換部分環 F̃[Y ±1] ⊂ H(W̃ )を生成する.

次に, Y µ と Ti の関係式を記述する Lusztig関係式を紹介しよう. § 4.1で導入した A型ルート系の記号, 特
に (4.1.1)の標準基底 εi := (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ P = Zn ⊂ Rn (i番目が 1で他は 0) と (4.1.6)の単純ルート
αi = εi − εi+1, 及び単純鏡映 si = sαi

を思い出してほしい.
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命題 4.4.4 (Lusztig 関係式, c.f. [M03, §4.2, (4.2.4)]). µ ∈ P と i = 1, . . . , n − 1 に対して, 次の関係式が
H(W̃ )において*11成立する.

Y µTi − TiY si.µ = b(Y −αi)(Y µ − Y si.µ), b(z) :=
t1/2 − t−1/2

1− z
.

証明. まず µ = εj ∈ P の場合を示そう. 事実 4.3.2における Y µ の定め方から, Y εj = Tj ∈ H(W̃ )となる.

事実 4.3.2で定めた P 上の双線形形式 〈·, ·〉を用いる.

• j 6= i, i+ 1なら 〈εj , αi〉 = 0及び si.εj = εj . 左辺は Y εiTi − TiY εi で, 事実 4.3.2 (4.3.5)から 0とな
り, 右辺と等しい.

• j = iなら si.εi = εi+1 だから左辺は Y εiTi − TiY εi+1 . (4.3.5)から TiY
εi+1Ti = Y εi なので, (4.4.2)

と合わせて, 左辺は

Y εiTi − Y εiT−1
i = (t1/2 − t−1/2)Y εi .

一方で右辺は
t1/2 − t−1/2

1− Y εi+1/Y εi
(Y εi − Y εi+1) = (t1/2 − t−1/2)Y εi .

µ, ν ∈ P について関係式が成立すれば, µ+ ν 及び −µについても関係式が成立する. これから, µ = εj+1 の
場合を含めて, すべての µ ∈ P について関係式が成立する.

この関係式と事実 4.4.2から, H(W̃ )の別の基底が得られる. また (4.4.3)の H(W̃ ) = H(W ⋉ τP )は, 次
の意味で H(W )⋉ k[τP ]と等しい.

系 4.4.5 (c.f. [M03, (4.2.7)]). {Y µT (w) | w ∈ W, µ ∈ P}及び {T (w)Y µ | w ∈ W, µ ∈ P}は H(W̃ )の基
底である. また, H(W̃ )の生成元として次の二種類が取れる.

H(W̃ ) =
〈
T0, . . . , Tn−1, ω

±1
〉
k-alg

= 〈T1, . . . , Tn−1, Y1, . . . , Yn〉k-alg .

更に, 系 4.4.5の基底を使うことで, 拡大アフィン Hecke環 H(W̃ )の中心が決定できる.

定理 4.4.6 (J. Bernstein (unpublished), [N23, Theorem 8.3], c.f. [M03, (4.2.10)]). H(W̃ )の中心

Z := {ζ ∈ H(W̃ ) | ζa = aζ ∀a ∈ H(W̃ )

は Y = (Y1, . . . , Yn)の対称 Laurent多項式環である:

Z = F̃[Y ±1]W := {f(Y ) | f(z) ∈ F̃[z±1]W }.

4.5 拡大アフィン Hecke環の基本表現
次に基本表現を説明しよう. Lusztig は [L89] において, アフィン Hecke 環を q 差分鏡映作用素で実現し

た. 対応する表現をアフィン Hecke環の基本表現と呼ぶ. GL型拡大アフィン Hecke環も (4.2.3)の q 差分鏡

*11 右辺に Yi の有理式が現れているが, 実際は多項式になって, 右辺は H(W̃ )の元である, という意味.
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映作用素環 Dq,t[W ] ⊂ Endk k(x)の部分環として実現できる. そのことを説明しよう. 記号の簡略化の為に,

Laurent多項式環 k[x±1]を次のように略記する.

A := k[x±1].

まず誘導による H(W̃ ) の表現の構成を考えよう. W = Sn の Hecke 環 H(W ) は H(W̃ ) の部分環であっ
た. 今後, H(W )を有限 Hecke環と呼ぼう. H(W )の上の左加群M に対し, 誘導によって左 H(W )加群

ind
H(W̃ )
H(W )M := H(W̃ )⊗H(W ) M

を得る. 系 4.4.5の k 線形同型 H(W̃ ) ∼= A⊗k H(W ), Y µT (w) 7→ xµ ⊗ T (w)から, 誘導加群についても

H(W̃ )⊗H(W ) M ∼= A⊗k M, f(Y )T (w)⊗m 7−→ f ⊗ T (w)m (f ∈ A, w ∈W, m ∈M).

という k 線形同型がある. Lusztig関係式 (命題 4.4.4) から

f(Y )Ti − Ti(sif)(Y ) = b(Y εi+1−εi)(f(Y )− (siY )(Y ) (f ∈ A, i = 1, . . . , n)

なので, 有限 Hecke環 H(W ) = 〈T1, . . . , Tn−1〉k-alg の誘導加群への作用は次のようになる.

Ti(f ⊗m) = sif ⊗ Tim+ (f − sif)b(xi+1/xi)⊗m.

特にM が 1次元 H(W )加群M = km, Tim = t1/2m (i = 1, . . . , n− 1) の場合, 誘導加群は A = k[x±1]で
あり, 有限 Hecke環の作用 π′ : H(W )→ Endk Aは次で与えられる.

π′(Ti) = t1/2si + b(xi+1/xi)(1− si) (i = 1, . . . , n− 1). (4.5.1)

以上の議論で得られた A = k[x±1]への T1, . . . , Tn の作用に, T0 及び Y µ (µ ∈ P ) の作用を加えて H(W̃ )

加群としたのが基本表現である. 結果を述べるため, 命題 4.4.4の b(z)に加えてもう一つ有理函数を用意する:

補題 4.5.1. 有理函数

b(z) :=
t1/2 − t−1/2

1− z
, c(z) :=

t−1/2 − t1/2z
1− z

(4.5.2)

は以下の関係式を満たす.

(1) c(z) = t1/2 − b(z) = t−1/2 + b(z−1).

(2) c(z) + c(z−1) = t1/2 + t−1/2.

(3) b(z) + b(z−1) = t1/2 − t−1/2.

(4) c(z)c(z−1) = 1 + b(z)b(z−1).

関係式の証明は略す.

基本表現の定義を大雑把に説明すると, T0 を q 差分鏡映作用素として実現し, Y µ は (4.3.1) の ω の作
用と T0, . . . , Tn から実現する. 以下, 係数体 k として F̃ := Q(q, t1/2) を考える. また § 4.1 のルート系
Φ = {αij = εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ n} 及び αi = αii+1, sαi

= si を思い出す. xαij = xεi−εj := xi/xj と置く.

定理 4.5.2 ([N23, Theorem 8.1], c.f. [M03, (4.3.10)]). F̃ := Q(q, t1/2)とする. (4.5.2)の F̃係数の有理函数
b(z), c(z)を用いて, 各 i = 1, . . . , n− 1について Ti ∈ H(W̃ )を F̃(x)上の作用素

Ti 7−→ c(xαi)si + b(xαi), si(xj) = xsi(j) (j = 1, . . . , n)
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と対応させ ((1.1.4), (4.3.1)参照), また ω ∈ H(W̃ )を作用素

ω(x1) = qxn, ω(xi) = xi−1 (i = 2, . . . , n)

と対応させる ((4.3.1)参照). 以上の生成元の対応により, 環の単射準同型

π = πq,t : H(W̃ ) ↪−→ Dq,t[W ] ⊂ EndF̃ F̃(x)

が定まる. 更に, π は Laurent多項式環 A := F̃[x±1]を保つ. すなわち

π : H(W̃ ) ↪−→ EndF̃A.

πをH(W̃ )の基本表現と呼ぶ. また (4.5.2)の q差分鏡映作用素 c(Xi)si + bi(Xi)を Demazure-Lusztig作用
素と呼ぶ.

証明の概略だけ説明しよう.

• 対応が環準同型 π を定めること, つまり対応先の q 差分鏡映作用素がH(W̃ )の基本関係式 (4.4.1)を満
たすことの証明について.

– T1, . . . , Tn の対応先については, (4.5.2)が (4.5.1)の有限 Hecke環の表現 π′ と一致することが補
題 4.5.1から分かるので, 基本関係式 (0)–(3) を満たしている.

– ω の対応先については, (4.3.1)から関係式 (3) が直接確かめられる.

– 非自明なのは T0 の関係式 (0)–(3) であるが, 階数 2の有限 Hecke環 H(S3)について成立してい
ることから, 自動的に従う. 尚, Hecke関係式 (0) は直接確かめることもできる (問題 4.4も参照).

• 次に π が EndFAへの単射, つまり忠実表現であることの証明 (c.f. [M03, (4.3.11)]) について. より強
く, A 上の作用素の族 {xµπ(T (w)) | µ ∈ P, w ∈ W̃} が F̃ 上線形独立であることが, W̃ 上の Bruhat

順序 (c.f. [M03, §2.3]) を使って示せる.

4.6 q-Dunkl作用素とMacdonald-Ruijsenaars作用素
拡大アフィン Hecke環 H(W̃ )の中心 Z が, Y1, . . . , Yn (定義 4.4.3) の対称 Laurent多項式環であったこと

を思い出そう (定理 4.4.6).

定義 4.6.1. 基本表現 π による Y1, . . . , Yn の像, ないし対称 Laurent多項式 f(Y ) = f(Y1, . . . , Yn) ∈ Z の像
を q-Dunkl作用素と呼ぶ.

対称多項式環は基本対称式の多項式環であった: Z[x]W = Z[x1, . . . , xn]Sn = Z[e1(x), . . . , en(x)] (事
実 1.1.2). このことと en(x) = x1 · · ·xn より, 対称 Laurent多項式環は

Z[x±1]W = Z[e1(x), . . . , en(x), en(x)−1].

実は:

定理 4.6.2. q-Dunkl作用素 er(x)は r 階Macdonald-Ruijsenaars q 差分作用素と本質的に等しい:

π(er(Y )) = t−r(n−1)/2D(r)
x , D(r)

x :=
∑
|I|=r

AI(x)T
I
q,x, AI(x) := t(

|I|
2 )

∏
i∈I, j /∈I

txi − xj
xi − xj

.



4.6 q-Dunkl作用素とMacdonald-Ruijsenaars作用素 43

従って基本表現 π によって, H(W̃ )の中心 Z に関する次の環同型が成立する.

Z
∼−−→ F̃[D(1)

x , . . . , D(r)
x , (D(r)

x )−1]

特に作用素 D
(r)
x 達は可換である (定理 2.2.1).

証明の前に系を一つ紹介しよう. Macdonald対称多項式 Pλ(x) (x ∈ Pn) は D
(r)
x の固有函数で, 固有値は

er(q
λtδ)であった (定理 2.2.2). 従って:

系 4.6.3. 任意の n変数対称 Laurent多項式 f(z) = f(z1, . . . , zn) ∈ F[z±1]W に対し,

f(D) = f(D(1)
x , . . . , D(n)

x ) = π(f(Y )) ∈ Dq,x[W ]F

は n変数Macdonald対称多項式 Pλ(x) ∈ Λn,F を固有函数に持つ.

f(D)Pλ(x) = f(qλtρ)Pλ(x), ρ := δ − n−1
2 (1, . . . , 1) = (n−1

2 , n−3
2 , . . . ,−n−1

2 ).

それでは定理 4.6.2の証明を説明する. まず, 定理 4.5.2の si, ω を用いて, F̃(x)上の作用素 τj を

τ1 := s1 · · · sn−1ω, τ2 := s2 · · · sn−1ωs
−1
1 , · · · τn := ωs−1

1 s−1
2 · · · s

−1
n−1

と定めると, τj = Tq,xj となることに注意する.

以下 π を省略して Ti = π(Ti) ∈ EndF̃ F̃(x)とみなし, 同様に Yi ∈ EndF̃ F̃(x)とみなす. § 4.1のルート系
Φ = {αij = εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ n}を用いて

R(α) := c(xα) + b(xα)sα (α ∈ Φ)

と置くと, Ti = R(αi)si である. また F̃(x)上の作用素として

wR(α) = R(w.α)w (w ∈W, α ∈ Φ)

となる. 従って

Y1 = T1T2 · · ·Tn−1 · ω = R(α1)s1R(α2)s2 · · ·R(αn−1)sn−1 · sn−1 · · · s1τ1
= R(ε1 − ε2)R(ε1 − ε3) · · ·R(ε1 − εn)s1s2 · · · sn−2 · sn−2 · · · s1τ1
= R(ε1 − ε2)R(ε1 − ε3) · · ·R(ε1 − εn)τ1.

一般に j = 1, . . . , nに対して次が成立する.

Yj = R(εj − εj+1)R(εj − εj+2) · · ·R(εj − εn)τjR(ε1 − εj)−1 · · ·R(εj−1 − εj)−1.

次に x = (x1, . . . , xn)の対称函数 ϕ(x) ∈ F̃(x)W への Y1 の作用を調べよう. 互換 (i, j) ∈ W = Sn を si,j

で表すと,

R(ε1 − εn)τ1(ϕ) = c(x1/xn)τ1(ϕ) + b(x1/xn)s1,nτ1(ϕ) = c(x1/xn)τ1(ϕ) + b(x1/xn)τns1,n(ϕ)

= c(x1/xn)τ1(ϕ) + b(x1/xn)τn(ϕ) = (c(x1/xn)τ1 + b(x1/xn)τn)(ϕ).

c = c(x1/xn), c
′ = c(x1/xn−1)等と略記すると, 同様の計算で

R(ε1 − εn−1)R(ε1 − εn)τ1(ϕ) = (c′τ1 + b′τn−1)(cτ1 + bτn)(ϕ)

= (c′cτ1 + c′bτn + b′s1,n−1(c)τn−1 + b′s1,n−1(b)τn)(ϕ)
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= (c(x1/xn−1)c(x1/xn)τ1 + bn−1τn−1 + bnτn)(ϕ) (bn−1, bn ∈ F̃(x))

となる. これを繰り返すと

Y1(ϕ) = (c1τ1 + b12τ2 + · · ·+ b1nτn)(ϕ),

c1 :=
∏

2≤j≤n

c(x1/xj) = t−(n−1)/2
∏

2≤j≤n

tx1 − xj
x1 − xj

, b1k ∈ F̃(x). (4.6.1)

同様に

Yj(ϕ) = (cjτj + bjj+1τj+1 + · · ·+ bjnτn)(ϕ) (bjk ∈ F̃(x)). (4.6.2)

ここで:

補題 4.6.4. 任意の f(Y ) ∈ F̃[Y ±1]W について, Lf := π(f(Y )) ∈ EndF̃ F̃(x) ∩Dq,t[W ]F̃ はW 不変. つまり
任意の w ∈W に対して wLf = Lfw.

証明. 任意の対称函数 ϕ(x) と i = 1, . . . , n − 1 に対して siLfϕ = Lfϕ を示せば良い. 定理 4.4.6 より
f ∈ Z(H(W̃ ))だから, Tif(Y ) = f(Y )Ti, つまり (Ti − t1/2)f(Y ) = f(Y )(Ti − t1/2). 一方で π(Ti − t1/2) =
c(xαi)(si − 1)だから (si − 1)Lf = c(xαi)−1Lfc(x

αi)(si − 1). よって (si − 1)Lfϕ = 0.

この補題から, e1(Y ) = Y1 + · · · + Yn ∈ F̃[Y ±1]W について, Le1 は W 不変. このことと (4.6.1), 及び
τi = Tq,xi

から

Le1ϕ =

n∑
i=1

t−(n−1)/2
∏
j ̸=i

tx1 − xj
x1 − xj

· Tq,xi
ϕ = t−(n−1)/2D(1)

x ϕ.

r ≥ 2の場合も同様の方針で対称函数 ϕ(x)に対する作用が計算できて, 定理 4.6.2を得る.

4.7 レポート問題
問題 4.1 (おすすめ問題). 等式 (4.1.3)を示せ.

問題 4.2 (おすすめ問題). 拡大アフィン Hecke環 H(W̃ )において, 以下の関係式が成立することを示せ.

TiYi+1Ti = Yi (i = 1, . . . , n− 1), TiYj = YjTi (i = 1, . . . , n− 1, j 6= i, i+ 1).

問題 4.3. 事実 4.3.1の表示で定義された群 W̃ と, 次の表示で定義される群 W̃ ′ が同型であることを示せ.

W̃ ′ := 〈s1, . . . , sn−1, ω | (0)′, (1)′, (2)′, (3)′, (3)′′〉grp .
(0)′ s2i = 1 (i = 1, . . . , n− 1).
(1)′ sisj = sjsi (i, j = 1, . . . , n− 1, |i− j| > 1).
(2)′ sisi+1si = si+1sisi+1 (i = 1, . . . , n− 2).
(3)′ ωsi = si−1ω (i = 2, . . . , n− 1).
(3)′′ ωnsi = siω

n (i = 1, . . . , n− 1).

(まず, 対応 ω−1sn−1ω 7→ s0 から群準同型 W̃ ′ → W̃ が定まることを示す.)

問題 4.4. 基本表現による Ti (i = 0, . . . , n) の像 ρ(Ti) = c(Xi)si + b(Xi)が Hecke関係式 (4.4.1) (0) を満
たすことを, 以下の方針で示せ.



4.7 レポート問題 45

(1) 単純鏡映 si は, F̃(x)上の作用素として以下が成立する.

si(Xj) =


Xi−1Xi (j ≡ i− 1 mod n)

X−1
i (j = i)

XiXi+1 (j ≡ i+ 1 mod n)

Xj (otherwise)

, s2i = idF̃(x)

(2) T ′
i := c(Xi)si + b(Xi), ci := c(Xi), t := t1/2 + t−1/2 と略記すると,

T ′
i − t1/2 = ci(si − 1), T ′

i + t−1/2 = ci(si − 1) + t.

(3) 前項から (T ′
i − t1/2)(T ′

i + t−1/2) = ci
(
(si − 1)ci(si − 1) + t(si − 1)

)となるので, (si − 1)ci(si − 1) =

t(1− si)を示せば良い.

(4) 補題 4.5.1を使って (si − 1)ci(si − 1) = t(1− si)を示す.

問題 4.5. T (w) ∈ H(W̃ ) (w ∈W ) 及び Y ν ∈ H(W̃ ) (ν ∈ P ) の, 基本表現 π による 1 ∈ F̃[x±1]への作用が

π(T (w))(1) = tℓ(w)/2, π(Y ν)(1) = t⟨ρ,ν⟩

となることを示せ. 但し `(w)は w の長さ (定義 4.1.6) であり, また 〈·, ·〉 : P × P → Z, 〈µ, ν〉 =
∑n

i=1 µiνi.
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5 GL型二重アフィン Hecke環
前節の記号を引き続き用いる. 特に n変数 x = (x1, . . . , xn)と二つの係数体 F = Q(q, t) ⊂ F̃ = Q(q, t1/2),

W = Sn, P = Zn 及び定義 4.4.1の拡大アフィン Hecke環を用いる:

H(W̃ ) =
〈
T0, . . . , Tn−1, ω

±1 | (0), (1), (2), (3)
〉
F̃-alg .

5.1 定義と Cherednik反対合
(4.2.3)の q 差分鏡映作用素環 Dq,x[W ]F̃ を思い出そう:

Dq,x[W ]F̃ :=
{∑

µ∈P,w∈Waµ,w(x)τ
µw | aµ,w(x) ∈ F̃(x)

}
.

定理 4.5.2の基本表現 π : H(W̃ ) ↪→ Dq,x[W ]F̃ は忠実だったので, 部分環 H(W̃ ) ⊂ Dq,x[W ]F̃ とみなせる. ま
た (4.2.6)より, Laurent多項式環 F̃[x±1]も Dq,x[W ]F̃ の部分環とみなせる.

定義 5.1.1. 部分環

H(W̃ ) ≡ H(W̃ ; q, t) :=
〈
H(W̃ ), F̃[x±1]

〉
F̃-alg

⊂ Dq,x[W ]F̃

を GL型二重アフィン Hecke環 (double affine Hecke algebra, DAHA) と呼ぶ

前節の結果から,生成元*12として以下のものが取れる.

Dq,x[W ]F̃ ⊃ H(W̃ ) =
〈
x±1
1 , . . . , x±1

n , T0, T1, . . . , Tn−1, ω
〉
F̃-alg (5.1.1)

=
〈
x±1
1 , . . . , x±1

n , T1, . . . , Tn−1, Y
±1
1 , . . . , Y ±1

n

〉
F̃-alg . (5.1.2)

また有限 Hecke環 H(W ) = 〈T1, . . . , Tn−1〉F̃-alg ⊂ H(W̃ )を使うと, F̃線形同型

H(W̃ ) ∼= F̃[x±1]⊗F̃ H(W )⊗F̃ F̃[Y
±1] (5.1.3)

が成立する. 特に H(W̃ )は基底

{xµT (w)Y ν | µ, ν ∈ P = Zn, w ∈W = Sn} (5.1.4)

を持つ. この基底を H(W̃ )の PBW基底と呼ぶ.

更に生成元 (5.1.1)に関して, H(W̃ )は抽象代数として次の表示を持つ.

H(W̃ ) =
〈
Ti (i = 0, . . . , n− 1), ω±1, x±1

i (i = 1, . . . , n) | (0), . . . , (7)
〉
F̃-alg

(0) (Ti − t1/2)(Ti + t−1/2) = 0 (i = 0, . . . , n− 1)
(1) TiTj = TjTi (j 6≡ i, i± 1 mod n)
(2) TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 (i mod n で読む)
(3) ωTi = Ti−1ω, ωω

−1 = ω−1ω = 1 (i mod n で読む)
(4) xixj = xjxi, xix

−1
i = x−1

i xi = 1 (i, j = 1, . . . , n)
(5) Tixj = xjTi (j − i 6= 0, 1)
(6) TixiTi = xi+1 (i = 1, . . . , n− 1)
(7) ωxi = xi−1ω, ωx1 = qxnω (i = 2, . . . , n− 1)

(5.1.5)

*12 [N23, (8.42)]に誤植があって, Y n−1
n ではなく Y −1

n です.
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関係式 (3) から T0 = ω−1Tn−1ω であり, T0 と xj の関係式は (5), (6) から導出できることに注意する. また
生成元 (5.1.2)について, Ti と Yj は以下の関係式を満たす.

TiYi+1Ti = Yi, TiYj = YjTi (i = 1, . . . , n− 1, j 6= i, i+ 1)

これらの関係式と, Ti と xj との関係式 (5), (6) を比較すると, 環 H(W̃ ) に対称性があることが推測される.

実は:

事実 5.1.2 (Cherednik anti-involution, [C95a, C95b], [N23, Theorem 8.6]). 生成元の対応

φ(xj) := Y −1
j , φ(Yj) := x−1

j (j = 1, . . . , n), φ(Ti) := Ti (i = 1, . . . , n− 1)

により, F̃代数の対合的な反自己同型 (involutive anti-automorphism)

φ : H(W̃ ) −→ H(W̃ ), φ2 = id, φ(ab) = φ(b)φ(a)

が定まる. これを Cherednik anti-involutionと呼ぶ.

5.2 Macdonald対称多項式の特殊値対称性 (双対性) の証明
§ 2.4で紹介した, Macdonald対称多項式の特殊値対称性 (双対性, 定理 2.4.2) の Cherednikによる証明を
紹介する.

(5.1.3)から任意の f ∈ H(W̃ )は

f =
∑

µ,ν∈P,w∈W

fµ,w,νx
µT (w)Y ν , fµ,w,ν ∈ F̃

と書ける. 但し T (w) ∈ H(W̃ )は事実 4.4.2で定めた元. そこで写像 〈
·
〉
: H(W̃ )→ F̃を〈

f
〉
:= f(1)|x=t−ρ =

∑
µ,ν∈P,w∈W

fµ,w,νt
−⟨ρ,µ⟩tℓ(w)/2t⟨ρ,ν⟩

で定義し, f ∈ H(W̃ ) の期待値と呼ぶ. 但し ρ = (n − 1, n − 2, . . . , 0) ∈ P = Zn, 〈µ, ν〉 :=
∑n

i=1 µiνi

(µ, ν ∈ P ), 及び問題 4.5の結果 Y ν(1) = t⟨ρ,ν⟩, T (w)(1) = tℓ(w)/2 を用いた.

補題 5.2.1. 期待値は Cherednik anti-involution (事実 5.1.2) で不変である:〈
φ(f)

〉
=

〈
f
〉

(f ∈ H(W̃ )).

この系として:

系 5.2.2. H(W̃ )上の双線形型式

〈·, ·〉 : H(W̃ )×H(W̃ ) −→ F̃, 〈f, g〉 :=
〈
φ(f)g

〉
は対称である:

〈f, g〉 = 〈g, f〉 (f, g ∈ H(W̃ )). (5.2.1)

〈·, ·〉を Cherednik内積と呼ぼう.



5.3 古典極限の Poisson構造 48

定理 5.2.3 (Macdonald 対称多項式の双対性, 定理 2.4.2, [N23, Theorem 6.2, §8.5], c.f. [C95b, Theorem

3.2], [M03, (5.3.5)]). 任意の λ, µ ∈ Pn に対して

Pλ(q
µtρ)

Pλ(tρ)
=
Pµ(q

λtρ)

Pµ(tρ)
.

証明. λ, µ ∈ P として, Pλ(x) と Pµ(x) の Cherednik 内積 〈Pλ(x), Pµ(x)〉 =
〈
φ(Pλ(x))Pµ(x)

〉 を計算しよ
う. 系 4.6.3より (本節では基本表現 π を略しているので D = Y と読み直して)

φ(Pλ(x))Pµ(x) = Pλ(Y
−1)Pµ(x) = Pλ(q

−µt−ρ)Pµ(x).

従って
〈Pλ(x), Pµ(x)〉 =

〈
Pλ(q

−µt−ρ)Pµ(x)
〉
= Pλ(q

−µt−ρ)Pµ(t
−ρ).

(5.2.1)より 〈Pλ(x), Pµ(x)〉 = 〈Pµ(x), Pλ(x)〉なので

Pλ(q
−µt−ρ)Pµ(t

−ρ) = Pµ(q
−λt−ρ)Pλ(t

−ρ). (5.2.2)

パラメータ依存性を Pλ(x) = Pλ(x; q, t)と明記すると, 問題 3.4と定理 3.1.2から

Pλ(x; q
−1, t−1) = Pλ(x; q, t) ∈ Λn,F (5.2.3)

なので,

Pλ(q
−µt−ρ; q, t) = Pλ(q

µtρ; q−1, t−1) = Pλ(q
µtρ; q, t) (5.2.4)

等が成立する. 従って結論を得る.

注意 5.2.4. 本稿では Macdonald 対称函数での議論を経由して (5.2.3) を示し, それを用いて (5.2.2) から
(5.2.4)を導出した. 実は, Macdonald 対称多項式だけを用いて導出することもできる. 例えば [N23, §5.6.1,

Proposition 5.1] より, λ ∈ Pn, λ1 ≤ l, l ∈ Nなら

(x1 · · ·xn)lPλ(x
−1) = P(ln)−λ∨(x)

である. 但し (ln)− λ∨ := (l − λn, . . . , l − λ1) ∈ Pn. これを用いて (5.2.2)から (5.2.4)を導出することがで
きる. 詳細は読者に任せる.

5.3 古典極限の Poisson構造
体 k 上の線形空間 V と, パラメータ ℏ に依存する (単位元の存在は仮定しない) kJℏK 代数構造 Aℏ =

(V JℏK = V ⊗k kJℏK, ◦ℏ)が与えられているとする. つまり a, b ∈ V に対して積 a ◦ℏ b ∈ V JℏKが与えられてい
て, 一般の V JℏKの元の積 ◦ℏ は kJℏK双線形に拡張して得られるものとする. a, b ∈ V の積を ℏ展開して

a ◦ℏ b =
∑

m≥0µm(a, b)ℏm, µm(a, b) ∈ V

と表せば, 各 µm : V × V → V は k 双線形写像である. また µ0 は A0 の k 代数構造を与える.

これ以降, A0 は可換環, つまり µ0(a, b) = µ0(b, a) (a, b ∈ V ) だと仮定し, ab := µ0(a, b)と書こう. すると
µ1 に関して以下の主張が従う (証明は問題 5.1).
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命題 5.3.1. (1) µ1 の交代化 {a, b} := µ1(a, b) − µ1(b, a)は µ0 に関する双導分 (biderivation), つまり両
変数について Leibniz則を満たす:

{ab, c} = a{b, c}+ {a, c}b, {a, bc} = b{a, c}+ {a, b}c (a, b, c ∈ V ).

(2) µ1 の交代化 {·, ·}は Jacobi律を満たす:

{a, {b, c}}+ {b, {c, a}}+ {c, {a, b}} = 0.

従って Acl := (V, µ0, {·, ·})は (可換) Poisson代数である. Acl を Aℏ の古典極限と呼ぶ.

以上の構成の逆, つまり k 上の Poisson 代数 P = (V, µ0, {·, ·}) に対し, kJℏK 代数 (V JℏK, ◦ℏ) であって
◦ℏ =

∑
m≥0 ℏmµm かつ µ の交代化が {·, ·} になるものを P の形式的変形量子化 (formal deformation

quantization) と呼ぶ.

例 5.3.2. 体 k の標数を 0とする. 多項式係数の q 差分作用素環 k[x][τ±1] (式 (4.2.1)参照) は

k[x][τ±1] =
〈
x1, . . . , xn, τ

±1
1 , . . . , τ±1

n | (1), (2), (3)
〉
k-alg

(1) xixj = xjxi (i, j = 1, . . . , n)
(2) τiτj = τjτi, τ

±1
i τ∓1

i = 1 (i, j = 1, . . . , n)
(3) τixj = qδi,jxjτi (i, j = 1, . . . , n)

と表示できる. q = exp(ℏ) =
∑

m≥0 ℏm/m! として, この代数を Aℏ とすると, ℏ に依存する基本関係式
は (3) だけで, A0 が可換環 k[x, τ±1] であることが分かる. この場合の古典極限 Acl は, 式の簡明化のため
{a, b} := 1

2

(
P1(a, b)− P1(b, a)

)とすると
Acl = (k[x, τ±1], ·, {·, ·}), {τi, xj} = δi,jxiτi, {その他 } = 0.

そこで (形式的に) pi := log τi, ξi := log xi とすると, {·, ·}が双導分であることから

{pi, xj} = τ−1
i {τi, xj} = δijxi, {pi, ξj} = x−1

j {pi, xj} = δij .

つまり Acl は ξ = (ξ1, . . . , ξn) を座標とするアフィン空間 An
ξ = Spec k[ξ] の余接束 T ∗An

ξ 上の標準的な
Poisson構造 (シンプレクティック構造) である.

この例の類似を GL型二重アフィン Hecke環において考えたい. 簡単のため, これ以降

H := H(W̃ ; q, t), Hτ := H(W̃ ; 1, τ2)

と略記し, Hは F̃ = Q(q, t1/2)上の*13, Hτ は k = Q(t1/2)上の代数とみなす. また有限 Hecke環を

H := H(W ) = 〈T1, . . . , Tn〉k-alg ⊂ H

と略記する. 基本関係式 (5.1.5)から H は q に依存しないので, 部分 k 代数 H ⊂ Hτ とみなせる.

例 5.3.2の類似として, 環 Hの q = 1での “古典極限”を考えたい所だが, 基本関係式 (5.1.5)から明らかな
ように, Hτ は可換ではない. そこで, Hτ の中心

Zτ := Z(Hτ ) = {z ∈ Hτ | za = az ∀a ∈ Hτ}

*13 例 5.3.2の類似を忠実に取るのであれば, 本来は q = eℏ として, Hを Q(t1/2)JℏK上の代数とみなせることを示すべきですが, そ
の議論は省略します.
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に注目しよう. そして有限 Hecke環 H の対称化作用素 (symmetrizer) を

e :=
∑

w∈W tℓ(w)/2T (w)/
∑

w∈W tℓ(w) ∈ H (5.3.1)

と表す. 但し `(w)は w ∈W = Sn の長さ (定義 4.1.6) であり, また T (w) ∈ H は事実 4.4.2で定めた元であ
る. e2 = eに注意する (問題 5.2).

次の事実を紹介する.

事実 5.3.3 ([Ob04, Theorem 5.1]). Hτ の spherical subalgebra eHτe := {ehe | h ∈ Hτ} は可換であり,

中心 Zτ = Z(Hτ )と次の写像によって同型である:

Zτ
∼−−→ eHτe, z 7−→ ze = eze.

注意 5.3.4. e2 = eより Hτ の積で eHτeは閉じている. また eHτeは eを単位元に持つ. 従って eHτeは Hτ

の部分環だが, 単位元は共有しない.

例 5.3.5. n = 2の場合を調べる. T := T1 と略記すると

Hτ =
〈
T0, T, ω, x

±1
1 , x±1

2

〉
k-alg

=
〈
x±1
1 , x±1

2 , T, Y ±1
1 , Y ±1

2

〉
k-alg

.

まず eHτeの可換性を示す. 生成元 ξ = Y ±1
i , T, x±1

i について eξe達が可換であることを示せば良い.

• ξ = T について. e = (1 + t1/2T )/(1 + t)と Hecke関係式 (5.1.5) (0)から

eT = Te = eTe = t1/2e

となるので, eTeは他の eξeと可換.

• ξ = x±1
1 , x±1

2 について. 基本関係式 (5.1.5) (6) と前項より ex2e = eTx1Te = tex1e となるので,

ex±1
1 eと ex±1

2 eは可換である. また i, j ∈ Z \ {0}に対して

e(xi1 + xj2)e = (1 + tj)ex1e = (t−i + 1)ex2e.

• ξ = Y ±1
1 , Y ±1

2 については, 事実 5.1.2の Cherednik反対合 φ : Y ±1
i 7→ x∓1

i で前項に帰着される. また,

e(Y i
1 + Y j

2 )e = (1 + t−j)eY1e = (ti + 1)eY2e (i, j ∈ Z \ {0}).

• ξ = x±1
i , Y ±1

j について. 前項及び前々項より ξ = x1, Y1 だけ調べれば十分. c := (1 + t)−1, τ := t1/2,

τ := τ − τ−1 と略記すると, 基本関係式 (0), (6), (7) 及び eT = Te = τeより

ex1e · eY1e = ex1eY1e = cex1(1 + τT )Tωe = ce(x1T + τx1(τT + 1))ωe

= ce(T−1x2 + ττT−1x2 + τx1)ωe = ce(τ−1x2 + τx2 + τx1)ωe = τce(x1 + x2)ωe,

ex1e · eY1e = ceTω(1 + τT )x1e = τceω(x1 + τx2T
−1)e = τce(x2ω + x1ω)e = τce(x1 + x2)ωe.

以上より eHτeは可換である. 更に eHτeは, W = S2 = 〈s1〉grp の x = (x1, x2), Y = (Y1, Y2)への置換作用
s1(x1) = x2, s1(Y1) = Y2 に関する, Laurent多項式環 k[x±1, Y ±1]のW 不変部分と対応することも分かる:

eHτe = ek[x±1, Y ±1]W e.

一方で Zτ = k[x±1, Y ±1]W が基本関係式 (5.1.5) と PBW 基底 (5.1.4) を使って示せる. 従って Zτ =

Z(Hτ )→ eHτe, z 7→ zeは同型である.



5.3 古典極限の Poisson構造 51

更に可換環 Zτ
∼= eHτeは整域であり [Ob04, Theorem 5.1], 従って Spec(Z1)は既約な Poisson 代数多様

体である. この Poisson多様体が, 本副節表題の Calogero-Moser空間と関係することを次の副節で説明する.

その準備として, もう少し spherical subalgebraに関する事実を紹介する.

これ以降 τ = t1/2 ∈ C∗ を generic な複素数とし, k = Q(t1/2) を C に置き換える. Hτ に関して基本表現
ρ = ρq,t を書き下すと次のようになる. まず x = (x1, . . . , xn)に加えて可換な変数族 y = (y1, . . . , yn)を用意
し, 可換環 Rを

R := C[x±1, y±1]δ(x), δ(x) :=
∏

1≤i<j≤n(1− xi/xj)

で定義する. 但し添え字の δ(x)はそれが生成するイデアルによる局所化 (分母に δ(x)とその倍数を添加した
有理式のなす環) を意味する. RにはW = Sn が

w(xi) := xw(i), w(yi) := yw(i) (w ∈W )

で作用する. この作用に関する RとW のスマッシュ積を R̃で表そう. つまり

R̃ := R#W =
{∑

w∈W fw(x, y)w | fw(x, y) ∈ R
}
, f(x, y)w · f ′(x, y)w′ = f(x, y)(wf ′)(x, y)ww′

すると Hτ =
〈
Y ±1
i , Ti, x

±1
i

〉
k-alg

の基本表現は次のように書ける.

ρ = ρ1,τ2 : H1 ↪−→ R̃, xi 7−→ xi, Ti 7−→ τsi +
τ − τ−1

1− xi/xi+1
(1− si), Yi 7−→ yi.

環 R, R̃を用いて Hτ の既約表現が構成できる. まず (ξ, η) ∈ (C∗)2n\ = (C∗)n × (C∗)n に対して

χξ,η : R −→ C, f(x, y) 7−→ f(ξ, η)

を Rの指標 (1次元 R加群) とする. そして

Vξ,η := R̃⊗R χξ,η

とすれば, 基本表現 ρ : Hτ ↪→ R̃によって Vξ,η は有限次元 Hτ 加群になる.

事実 5.3.6 ([Ob04, Proposition 3.3, §3.4]). δτ (ξ) 6= 0なら Vξ,η は既約 Hτ 加群. 但し

δτ (ξ) :=
∏

i ̸=j(1− ξ/ξj)(τ
−1 − τξi/ξj). (5.3.2)

この時, 更に有限 Hecke環 H = H(W ) ⊂ Hτ の左加群としての同型

H
∼−−→ Vµ,ν , T (w) 7−→ T (w)1⊗ 1 (w ∈W )

がある. 特に Vµ,ν は正則 H 加群 (regular H-module) であり, dimC Vξ,η = n!.

有限次元既約 Hτ 加群であって, 部分環 H ⊂ Hτ に関して正則加群であるもの全体のなす集合を Irrepn!

と書き, そのうち事実 5.3.7 の Vξ,η がなす部分集合を U ⊂ Irrepn! と書く. つまり U := {Vξ,η | ξ, η ∈
(C∗)n, δτ (ξ) 6= 0}.
最後に, 有限 Hecke環 H = H(W ) = 〈T1, . . . , Tn〉C-alg の部分環

H ′ ≡ H(Sn−1) := 〈T2. . . . , Tn〉C-alg ⊂ H
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について, H 加群 V に対し V H′
:= {v ∈ V | Tiv = τv (i = 2, . . . , n− 1)}とする. すると任意の V ∈ Irrepn!

に対して dimk V
H′

= nである. また基本表現によって H ⊂ R̃とみなすと, x1, y1 ∈ Hτ の V への作用は H ′

の作用と可換である. 従って, 次のように GL(V H′
) ∼= GL(n;C)の元を定めることができる.

x1 := x1|V H′ , y1 := y1|V H′ ∈ GL(V H′
).

事実 5.3.7 ([Ob04, Proposition 4.1]). 任意の V ∈ Irrepn! について

rank(x1y1x
−1
1 y−1

1 − τ2) = 1.

5.4 Calogero-Moser空間の変形量子化
引き続き τ = t1/2 ∈ C∗ を genericな複素数とし, k = Q(t1/2)を Cに置き換える. E を C上の n次元線形

空間とし, GL(E)×GL(E)× E × E∗ の部分集合

CM ′
τ := {(X,Y, U, V ) | X−1Y −1XY − τ−1 = U ⊗ V }

を考える. これは自然にアフィン代数多様体の構造を持ち, 代数群 GL(E)の作用

(X,Y, U, V ) 7−→ (gXg−1, gY g−1, GU, V g−1), g ∈ GL(E)

を持つ. [Ob04, Lemma 2.1, 2.2]より τ2i 6= 1 (i = 1, . . . , n) ならこの作用は自由であり, また CM ′
τ は非特

異である. 以下では τ の genericityとしてこの条件を課す. 従って

CMτ := CM ′
τ//GL(E) = Spec

(
C[CM ′

τ ]
GL(E)

)
は次元 2nの非特異代数多様体である. また既約性が示せる [Ob04, Proposition 2.2].

定義 5.4.1. 次元 2nの非特異既約代数多様体 CMτ を Calogero-Moser空間と呼ぶ.

この副節の目標は:

事実 5.4.2 ([Ob04, Theorem 6.1]). CMτ には Poisson構造があって, また次の Poisson代数多様体の同型
がある.

Υ: Spec(Zτ )
∼−−→ CMτ ,

CMτ の Poisson構造を記述するために, いくつか準備をしよう.

前副節で構成した Hτ 加群の集合 Irrepn! について, 事実 5.3.7より

Φ: Irrepn! −→ CMτ , V 7−→ (x1, y1)

が well-defined になる. また開部分集合 U ⊂ Irrepn! 上では Φは次のような形になる. 有限 Hecke環とその
部分環 H = H(Sn) ⊂ H ′ = H(Sn−1)を思い出そう.

事実 5.4.3 ([Ob04, Proposition 4.2]). 既約 Hτ 加群 Vξ,η ∈ U について, ei := (
∑

w′∈Sn−1
w′)(1, i) (i =

1, . . . , n) は V H′ の基底になる. それに関する x1, y1 の表現行列について,

x1 = diag(ξ1, . . . , ξn), (y1)ii = ηi
∏
j ̸=i

τ−1ξi − τξj
ξj − ξi

(i = 1, . . . , n).
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そこで CMτ の稠密開集合Uとその座標を次のように定義する. まず C係数 n次行列 X,Y を

X := diag(λ1, . . . , λn),

Y := (Yij)
n
i,j=1, Yii := qi, Yij := (τ−1 − τ)qiλj/(τ−1λi − τλj) (i 6= j)

(5.4.1)

と定める. 但し λ, µ ∈ (C∗)n, τλi 6= τ−1λj (i 6= j). すると

R := τ−1XY − τXY, Rij = (τ − τ−1)qiλj , ∴ rankR = 1.

Cauchy行列式 (3.3.1)を使うと det(Y ) 6= 0 ⇐⇒ λi 6= λj (i 6= j) が分かる. また:

事実 5.4.4 ([Ob04, Proposition 2.1]). 点 (X,Y, U, V ) ∈ CM ′
τ は, X が対角化可能で固有値 λi が相異なり,

かつ τλi 6= τ−1λj だとする. すると, この点の GL(E) 軌道には, 適当な q ∈ (C∗)n について (5.4.1) を満た
し, かつ V = tλ = t(λ1, . . . , λn)となる点が, (λi, qi)

n
i=1 の同時置換を除いて一意に存在する.

従って, 事実 5.4.4の条件を満たす (X,Y, U, V )のなす開集合U′ ⊂ CM ′
τ の商は開集合

U := U′/GL(E) ⊂ CMτ

を定める. CMτ の既約性からUは稠密であり, また CMτ の非特異性から (λ, q)がUの座標函数を与える.

CMτ には次のような Poisson構造がある.

事実 5.4.5 ([FR99], [Ob04, §2.4]). CMτ 上の Poisson括弧 {·, ·}FR であって, U ⊂ CMτ 上で

{λi, λj}FR = 0, {λi, qj}FR = λiqjδi,j , {qi, qj}FR =
(τ − τ−1)2qiqj(λi + λj)λiλj

(τ−1λi − τλj)(τ−1λj − τλi)(λi − λj)
.

さて, 写像 Υ: Spec(Zτ )→ CMτ の構成に移ろう. (ξ, η) ∈ (C∗)2n, ξ /∈ Dτ とする. 指標 χξ,η : R̃ → Cを
Zτ ⊂ (Zτ )δτ (x)

∼= R̃ ([Ob04, Theorem 5.1]) に制限して, 更に同型 Zτ
∼= eHτeを使うことで, eHτeの指標が

得られる. それを同じ記号 χξ,η で表す.

事実 5.4.6 ([Ob04, Lemma 6.1]). (ξ, η) ∈ (C∗)2n, ξ /∈ Dτ なら, Hτ 加群として

Hτe⊗eHτe χξ,η
∼= Vξ,η.

これから射
Υ: Spec(Zτ )δτ (x) −→ CMτ , (ξ, η) 7−→ Φ(Vξ,η),

つまり有理写像 Υ: SpecZ 99K CMτ が定義できる. 実はこれが SpecZ 上に延長されて, Poisson 構造も保
つ, というのが事実 5.4.2の主張である.

5.5 レポート問題
問題 5.1. 命題 5.3.1を示せ.

問題 5.2. 有限 Hecke環 (5.3.1)
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付録 A ルート系に付随したMacdonald多項式
本文では GL型に限って話を進めたが, より一般のルート系 (ないしルート格子) に対してMacdonald多項

式の理論が展開できる. その概要を説明しよう. まず歴史的経緯を概説すると:

• 1987年頃, MacdonaldがWeyl群対称性を持つ多変数 q 直交多項式系を導入 [M].

– 同時期に Ruijsenaarsが楕円 q 差分作用素の可換族を導入 [R87].

• 1990 年前後, 当時研究が進んでいた量子群の表現論において, Macdonald 多項式のパラメータ特殊化
の一部が行列要素で実現された (球函数の q 類似).

– しかし, 任意パラメータの場合を量子群で実現することができなかった.

• Cherednikのアプローチ: qKZ方程式 [C92a] とアフィン Hecke環 [C92b] を使う.

– DAHAを導入し, Macdonald多項式に関する諸予想を解決 [C95a, C95b].

以上で, [M72] の意味で被約なアフィンルート系に対するMacdonald多項式の理論が凡そ確立した.

一方, 非被約なアフィンルート系については:

• 1970年代末から AskeyとWilsonが q 直交超幾何多項式の分類理論を建設 ([KLS10]参照).

– 特に Askey-Wilson多項式 [AW85]を導入.

• 1992年に Koornwinderが Askey-Wilson多項式の多変数化を導入 [K92].

• 1995年に van Diejenが Koornwinder多項式を固有多項式に持つ可換 q 差分作用素族を導入 [vD95].

• 1995年に野海が C 型アフィン Hecke環の新しい表現 (基本表現) を導入し, Koornwinder多項式がそ
の基底であることを証明 [野 95, NS04].

• 1998年に Sahiが非被約なアフィンルート系について Cherednikの議論を拡張 [S99].

– 特に野海 [野 95] の構成は (C∨
n ,Cn)型アフィンルート系に付随したものと理解できる.

• 2003年のMacdonaldの本で被約 (Cherednik) と非被約 (野海, Sahi) を統合 [M03].

• [M72]における非被約アフィンルート系の分類に不備があって, Stokmanが修正 [St11].

以上で “アフィン Hecke環に基づくMacdonald多項式の理論”が凡そ確立した.
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しかしこの定式化には一つ問題があって, 本稿の主眼であった GL型が扱えない. そこで:

• Haimanが GL型と被約アフィンルート系とを, 格子に基づいた定式化で統一 [H06].

• Stokmanが, 更に非被約アフィンルート系を含めた理論を構成 [St11].

現在Macdonald-Cherednik 理論といったら, アフィン Hecke 環に基づく Macdonald 多項式の理論を指
す. このアプローチとしては, [St11]が現状最も一般的だと思われる.

以下では [M03] のMacdonald-Cherednik理論を概説する. 従って GL型は除かれるが, 用語や議論は本文
で述べたものと整合的である.

• 適当な条件を満たす, Macdonald [M72] の意味でのアフィンルート系の組 (S, S′)に適用可.

• 組 (S, S′)は 3つのクラスに分かれる:

(1) (S, S′) = (S(R), S(R∨)), R: 既約有限ルート系.

(2) S = S′ = S(R)∨, R: 既約有限ルート系.

(3) S = S′:被約でないアフィンルート系, (X,Y )型.

– An 型Macdonald多項式は (I)または (II)の S = S′ = S(An)に対応.

特に A1 型が注意 1.3.12の Rogers多項式.

– Koornwinder多項式は (III)の (C∨
n ,Cn)型. 特に Askey-Wilson多項式は (C∨

1 ,C1)型.

アフィンルート系の組 (S, S′)が与えられると, 以下の構成ができる:

• 拡大アフィンWeyl群 W̃ :=W ⋉ τL
′
. W は S に由来する有限Weyl群, L′ は S′ 由来の格子.

– GL型のW = Sn, L
′ = P = Zn, W̃ =W ⋉ τP (事実 4.3.1, (4.3.6)参照) に対応.

• 拡大アフィン Hecke環 H(W̃ )とその基本表現 (q 差分鏡映作用素実現) H(W̃ ) ↷ C[x±1].

• q-Dunkl作用素 Yi とMacdonald作用素 f(Yi) ↷ C[x±1]W , f ∈ C[Y ±1]W .

• Macdonald-Koornwinder多項式 Pλ(x; q, t∗): 三角性と同時固有性を持つ C[x±1]W の基底.

– λは “優整ウェイト” L′
+ ⊂ L′ を走る. GL型なら L′

+ = Pn ⊂ L′ = P = Zn.

– (tパラメータの数) = (アフィンルート系 S の W̃ 軌道の数).

GL,A,D,E: t; B,C,F,G: tl, ts; BC: tl, tm, ts;

(C∨
1 ,C1): t0, t

∨
0 , t1, t

∨
1 ; (C∨

n ,Cn): t, t0, t
∨
0 , tn, t

∨
n (n ≥ 2).
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付録 B ルート系に付随した二重アフィン Hecke環
§ 5.1で GL型 DAHA (二重アフィン Hecke環) H(W̃ )を導入した. そこでの定義は, 拡大アフィン Hecke

環 H(W̃ )の基本表現 (q 差分鏡映作用素実現) に基づくものだった. 前節で紹介した一般のアフィンルート系
の対 (S, S′)についても, 同様に基本表現を使って DAHA H(W̃ )を導入することができる.

Macdonald 多項式の理論を理解する上では, この H(W̃ ) の構成を知っていれば十分である. しかし近年
DAHAは色々な文脈で現れていて, 抽象環として DAHAの理解を深めることはますます重要だと思われる.

現在, DAHAの構成には以下の方法が知られている.

(i) 拡大アフィン Hecke環の基本表現に基づく方法. GL型の場合を § 5.1で説明した.

(ii) 二重アフィン組紐群 (double affine braid group) [M03, §3.4] の商として定義する方法.

• 拡大アフィン Hecke環が拡大アフィン組紐群の群環の商である (§ 4.3) ことの類似.

(iii) 二重アフィン Artin群*14 (double affine Artin group) の商として定義する方法 [IS21].

(iv) 楕円 Artin群の自然な商として楕円 Hecke環を定義し, それと DAHAとの同型を作る方法 [SS09].

(i) と (ii) は単純な書き換えなので, 得られる環のリストは一致する. (iii) と (i) の比較は [IS21, Chapter 10]

に, (iv) と (i) の比較は [SS09, Appendices D,E]にまとめられている*15.

付録 C Macdonald多項式関連の計算機プログラム
Macdonald対称多項式の明示式は, § 1.3の 例 1.3.10や 例 1.3.10 で手計算したように, あるいはタブロー

表示 (事実 3.4.8) からも分かるように, 非常に複雑である. そこで研究でMacdonald対称多項式を使う際は,

計算機の手助けを借りることのが得策である.

公開されているMacdonald多項式関連のプログラムは, 例えば:

• SageMath の Combinatorics - Macdonald Polynomials

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/combinat/sf/macdonald.

html

SageMath は様々な数学関連プログラムの統合インターフェイス*16. 代数的組み合わせ論のパッケー
ジ下にMacdonald多項式関連のプログラムがあります.

• J. StembridgeのMapleパッケージ SF*17

https://dept.math.lsa.umich.edu/~jrs/maple.html

商用ソフトウェア Maple のパッケージとして Stembridge が作った対称函数のプログラム集. 主要部
は, 直交内積を入力するとドミナンス半順序に関する直交化をするプログラム.

*14 Artin 群と組紐群はしばしば混同されて使用されますが, 筆者が理解する限り, [M03, §3.4] の二重アフィン組紐群と [IS21] の二
重アフィン Artin群は違うものです (共通部分はある).

*15 筆者が理解する限り, (iii) と (iv) どちらの場合も, 必要ならパラメータ特殊化をすることで (i) のリストが全て復元できて, 更に
“より複雑なものは出てこない”, つまり本質的に (i) ∼= (iii) ∼= (iv)ということだと思います.

*16 2023年現在, 自由性や汎用性の点で最も優れているシステムだと思います.
*17 筆者は大学院生時代にはこれをブラックボックス的に使っていました. 2012年の夏に一念発起してMathematicaに移植して, 現
在でもそれを使っています.

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/combinat/sf/macdonald.html
https://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/combinat/sf/macdonald.html
https://dept.math.lsa.umich.edu/~jrs/maple.html
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