
現代数学基礎 CIII 11月 02日分演習問題
担当: 柳田伸太郎 (理学部 A館 441号室)

連絡先: yanagida [at] math.nagoya-u.ac.jp

https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~yanagida/2023WC3.html

問題 6.1 (講義ノート問題 6.1.2 (2)). F (z) :=
sinw

w
dwが z = 0の近傍で正則であることを示し, z = 0を中

心として Taylor展開せよ.

問題 6.2 (講義ノート問題 6.2.3). f を整関数とし, r ∈ R≥0 に対してM(r) := max{|f(z)| | |z| = r}と定め
る. 正の実数 B,αが存在して, 任意の r に対してM(r) ≤ Brα となるなら, f は高々 ⌊α⌋次の多項式である
ことを示せ. 但し ⌊α⌋ := max{n ∈ Z | n ≤ α}.
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解答 6.1. f(w) := w−1 sinw =
∑

n≥0(−w2)n/(2n + 1)! の収束半径は, fn := (−1)n/(2n + 1)! として
limn→∞ |fn+1/fn| = limn→∞(2n + 2) = ∞. よって f(w)は整関数であり, 任意の有界領域内で絶対収束す
る. 従って項別積分できて,

F (z) =

∫ z

0

f(w) dw =
∑
n≥0

∫ z

0

(−w2)n

(2n+ 1)!
dw =

∑
n≥0

(−1)n

(2n+ 1)! · (2n+ 1)
z2n+1.

これが z = 0を中心とする F (z)の Taylor展開である.

解答 6.2. n > ⌊α⌋なる整数 nについて, 導関数の積分表示 f (n)(0) = n!
2πi

∫
|z|=r

f(z)z−n−1dz から

∣∣∣f (n)(0)
∣∣∣ ≤ n!

2π

∣∣∣∣∣
∫
|z|=r

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣ ≤ n!

2π
· 2πr · sup

{∣∣∣∣ f(z)zn+1

∣∣∣∣ ; |z| = r

}
=

n!M(r)

rn
≤ n!Brα−n.

右辺は r → ∞で 0に収束するから, n > ⌊α⌋ならば f (n)(0) = 0. よって Taylor展開から f(z)は高々 ⌊α⌋
次だと分かる.
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