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問題 4.1 (講義ノート問題 4.3.1). 任意の部分集合 S ⊂ Cに対して, S◦ ⊂ S を示せ.

問題 4.2 (講義ノート問題 4.3.2). 開円板 D(c, r) = {z ∈ C | |z − c| < r} について, その閉包は閉円板
{z ∈ C | |z − c| ≤ r}であることを示せ.

問題 4.3 (講義ノート問題 4.2.2). Cauchyの積分定理を使って, 実積分∫ ∞

0

1− cosx

x2
dx =

π

2

を導こう. 下図の積分路上で (1 − eiz)/z2 の積分を考える. 内側の半円周部を C−
r , 外側の半円周部を C+

R と
書くと, Cauchyの積分定理から∫ −r

−R

1− eix

x2
dx+

∫
C−

r

1− eiz

z2
dz +

∫ R

r

1− eix

x2
dx+

∫
C+

R

1− eiz

z2
dz = 0. (∗)

(1) C+
R 上の積分が R → ∞で 0に収束することを示せ.

(2) C−
r 上の積分が r → 0で −π となることを示せ.

(3) 以上を使って結論を導け.
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r

C+
R
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図 1 積分路

問題 4.4 (講義ノート問題 4.3.5 (1)). C を原点中心で半径 1 の正向きの円とする. 次の複素積分の値を求
めよ. ∫

C

ez

z
dz.
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解答 4.1. 任意の z ∈ S と任意の r > 0 に対して z ∈ D(z, r) ∩ S なので z ∈ S, つまり S ⊂ S. 一般に
S◦ ⊂ S なので, 合わせて S◦ ⊂ S.

解答 4.2. D := D(c, r)とし,その閉包をDと書く. z ∈ Cについて, |z − c| > rなら, ε := (|z − c|−r)/2とす
ればD(z, ε)∩D = ∅なので, z /∈ D. また |z − c| = rなら,任意の 0 < R < rに対して c+(z−c)(r−R)/r ∈ D

より D(z,R) ∩D ̸= ∅なので z ∈ D. そして |z − c| < r なら z ∈ D ⊂ D. 以上より D の閉包は閉円板.

解答 4.3. 被積分関数を f(z) := (1− eiz)/z2 と書く.

(1) z ∈ C+
R の偏角を θ とすると, eiz = eiR(cos θ+i sin θ) = e− sin θeiR cos θ より

∣∣eiz∣∣ = e− sin θ ≤ 1. よって∣∣(1− eiz)/z2
∣∣ ≤ 2/ |z|2 であり,∣∣∣∣∣

∫
C+

R

f(z) dz

∣∣∣∣∣ ≤ ℓ(C+
R ) sup{

∣∣(1− eiz)/z2
∣∣ | z ∈ C+

R} ≤ πR sup{2/ |z|2 | z ∈ C+
R} = πR · 2

R2
=

2π

R

と評価できるので, R → ∞で 0に収束する.

(2) z = 0 で 1 − eiz は正則で微分の値は −i だから, z → 0 で有界な関数 E(z) を用いて 1 − eiz =

−iz + zE(z), つまり f(z) = −i/z + E(z)と書ける. C−
r を z = rei(π−θ), 0 ≤ θ ≤ π とパラメータ付

けすると∫
C−

r

1− eiz

z2
dz =

∫ π

0

(
−i

rei(π−θ)
+ E(rei(π−θ))

)
(−ir)ei(π−θ) dθ = −

∫ π

0

dθ + ir

∫ 0

π

E(reiθ)eiθ dθ.

|E(z)| < B とすれば
∣∣∣∫ 0

π
E(reiθ)eiθdθ

∣∣∣ ≤ B
∫ π

0
dθ = πB なので, r → 0で

∫
C−

r

1− eiz

z2
dz −→ −

∫ π

0

dθ = −π.

(3) 以上より (∗) の極限は ∫ 0

−∞

1− eix

x2
dx− π +

∫ ∞

0

1− eix

x2
dx+ 0 = 0.

あとは cosx = (eix + e−ix)/2より結論を得る.

解答 4.4. ez/z = (ez − 1)/z + 1/z と分解する. f(z) := (ez − 1)/z は f(0) = 1と定義すれば C上正則なの
で, Cauchyの積分定理より ∫

C
f(z)dz = 0. よって∫

C

ez

z
dz =

∫
C

1

z
dz = 2πi.
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