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問題 2.1 (講義ノートの例 2.1.3). 原点中心で半径 1の開円板 D(0, 1)上で, 関数列 {fn(z) :=
∑n

k=0 z
k}∞n=0

が関数 f(z) := 1
1−z に広義一様収束することを示せ.

問題 2.2 (講義ノートの命題 2.2.2 (1) 証明). 主張「原点中心の冪級数 a(z)が w ∈ Cで収束するなら, 原点
中心の開円板 D(0, |w|)上で a(z)が広義一様収束する」について, 0 < r < |w|を満たす任意の実数 r に対し,

閉円板K := D(0, r)上で a(z)が一様収束することを示せば主張が従うことを説明せよ.

問題 2.3 (講義ノートの命題 2.2.2 (2)). 原点中心の冪級数 a(z)が u ∈ Cで収束しなければ, |z| > |u|を満た
す任意の z ∈ Cで a(z)は収束しないことを示せ.

問題 2.4. c ∈ Cとする. 中心 0の冪級数 a(z) :=
∑∞

n=0 c
nzn の収束半径を求めよ.

問題 2.5 (講義ノートの命題 2.3.6, 問題 2.3.5). 次の一般二項定理を証明せよ: 任意の α ∈ Cと |z| < 1なる
z ∈ Cに対して

(1 + z)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
zn,

(
α

n

)
:=

{
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)/n! (n ≥ 1)

1 (n = 0)
.
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解答 2.1. 任意の空でない有界閉集合K ⊂ D := D(0, 1)について,

(∗) K ⊂ D(0, r)かつ 0 < r < 1となる実数 r が存在する

から, 任意の z ∈ K に対して |fn(z)− f(z)| =
∣∣∣ 1−zn+1

1−z − 1
1−z

∣∣∣ ≤ rn+1

1−r , つまり ∥fn − f∥K ≤ rn+1

1−r となって,

0 < r < 1より limn→∞ ∥fn−f∥K = 0が従う. fn はD上連続だから, 講義ノートの命題 2.2.2より {fn}∞n=0

は D 上 f に広義一様収束する.

(∗)の証明: 絶対値を取る函数 a : K → R, a(z) := |z|は,実部・虚部への分解を用いて a(x+iy) =
√
x2 + y2

と書けば分かるように, C = R2 の有界閉集合K から Rへの連続写像である. 有界閉集合 (Euclid位相ではコ
ンパクト集合と同値) の連続写像による像は有界閉集合だから, a(K) ⊂ Rは有界閉集合. Rの有界閉集合は
最大値を持つから, r := max a(K) ∈ Rが定まる. ∅ ̸= K ⊂ D(0, 1)より 0 < r < 1.

解答 2.2. fn(z) を a(z) の n 項目までの部分和として, 任意の有界閉部分集合 K ′ ⊂ D(0, |w|) について
limn→∞ ∥a − fn∥K′ = 0 を示せば良いが, K ′ ⊂ K := D(0, r) かつ 0 < r < |w| となる実数 r が存在し,

∥a− fn∥K′ ≤ ∥f − fn∥K だから, limn→∞ ∥a− fn∥K = 0, すなわちK 上で一様収束することを示せば良い.

解答 2.3. |z| > |u|を満たす z ∈ Cで a(z)が収束するなら, u ∈ D(0, |z|)だから (1)より a(u)が収束して矛
盾する.

解答 2.4. ratio test (講義ノートの命題 2.2.5) を an = cn に用いると, |an/an+1| = 1/ |c| n→∞−−−−→ 1/ |c| と
なって極限が存在するので, 収束半径は 1/ |c| (c = 0の時は∞).

解答 2.5. f(z) := (1 + z)α = exp (αLog(1 + z)) を微分すると f ′(z) = α(1 + z)−1f(z). 一方 g(z) :=∑∞
n=0

(
α
n

)
zn の収束半径は limn→∞

∣∣∣(αn)/( α
n+1

)∣∣∣ = limn→∞

∣∣∣ n+1
α−n

∣∣∣ = 1. よって |z| < 1 では g′(z) =∑∞
n=0 n

(
α
n

)
zn−1. ここで二項係数の定義から n

(
α
n

)
+ (n + 1)

(
α

n+1

)
= α

(
α
n

) となることを用いると (1 +

z)g′(z) = αg(z)が示せる. すると (g(z)/f(z))′ = 0が示せて, 講義ノートの事実 2.3.4を Ω = D(0, 1)及び函
数 g/f に適用すると g(z)/f(z) = g(0)/f(0) = 1. よって |z| < 1なら g(z) = f(z).
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