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断らない限り, 線形空間や線形写像は体 K上のものとする.

問題 11.1 (例 11.1.2). 対称行列 S ∈ M(n;K)から定まる写像 bS : Kn × Kn → K, bS(v, w) :=
tvSw が 対

称双線形型式であることを示せ.

問題 11.2 (例 11.1.3). 実線形空間 C∞(R) := {R → R | 任意回微分可能 }について, w ∈ C∞(R)と閉区間
I ⊂ Rを取り, 写像 (·, ·)w,I : C

∞(R) × C∞(R) → Rを (f, g)w,I :=
∫
I
f(x)g(x)w(x)dxで定義すると, これ

が対称双線形型式になることを示せ.

問題 11.3 (補題 11.1.4). 有限次元線形空間 V の基底 (v1, . . . , vn)と双線形型式 b : V × V → Kが与えられ
ている. この基底に関する bの行列表示を B =

(
b(vi, vj)

)n
i,j=1

∈ M(n;K)とする. このとき, bが対称 ⇐⇒
B が対称行列, となることを示せ.

問題 11.4 (例 11.1.7). 実線形空間 R[x]≥2 := {ax2 + bx + c | a, b, c ∈ R} 上の対称双線形型式 (f, g) :=

(f, g)1,[0,1] =
∫ 1

0
f(x)g(x)dxについて, p0(x) = 1, p1(x) =

√
3(2x − 1), p2(x) =

√
5(6x2 − 6x + 1)が正規

直交基底であることを示せ.

問題 11.5 (命題 11.1.8 (2) 証明). V を線形空間, b : V × V → Kを双線形写像とし, 線形写像 rb : V → V ∗

を rb(v) := b(·, v)で定める. またW ⊂ V を部分空間, bW := b|W×W : W ×W → Kを bの制限写像とし, 線
形写像 rbW : W → W ∗ を rbW (w) := bW (·, w)で定める. そして i : W → V を包含写像とし, i∗ : V ∗ → W ∗

をその双対写像とする. rbW = i∗ ◦ rb ◦ iを示せ.

問題 11.6 (補題 11.2.3). V を有限次元線形空間, {vi | 1 ≤ i ≤ n}を V の基底とする. {vivj | 1 ≤ i < j ≤ n}
が S2V の基底であることを示せ.

問題 11.7 (定理 11.2.3 (2) 証明). f ∈ Hom(S2V, U)に対し s(f) : V × V → U を s(f)(v, w) := f(vw)で定
めると, s(f)が対称双線形型式になることを示せ.

問題 11.8 (定理 11.2.3 (2) 証明). {vw | (v, w) ∈ V × V }が S2V を生成することを示せ.
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解答 11.1. 第一変数に関する線形性は, 任意の v, v′ ∈ Kn と c, c′ ∈ K および w ∈ Kn に対して bS(cv +

c′v′, w) = t(cv + c′v′)Sw = ctvSw+c′tv′Sw = cbS(v, w)+c′bS(v
′, w). 対称性は bS(w, v) =

twSv = twtSv =
t(tvSw) = bS(v, w). 第二変数に関する線形性は第一変数に関する線形性と対称性から従う.

解答 11.2. 第一変数に関する線形性は, 任意の f1, f2 ∈ C∞(R) と c1, c2 ∈ R および g ∈ C∞(R) に対して
(c1f1+c2f2, g)w,I =

∫
I
(c1f1(x)+c2f2(x))g(x)w(x)dx = c1

∫
I
f1(x)g(x)w(x)dx+c2

∫
I
f2(x)g(x)w(x)dx =

c1(f1, g)w,I + c2(f2, g)w,I . 対称性は (f, g)w,I =
∫
I
f(x)g(x)w(x)dx =

∫
I
g(x)f(x)w(x) = (g, f)w,I . 第二変

数に関する線形性は第一変数に関する線形性と対称性から従う.

解答 11.3. b が対称なら b(vi, vj) = b(vj , vi) だから B = tB, つまり B は対称行列. B が対称行列なら, 任
意の x, y ∈ V を x =

∑
i=1 xivi, y =

∑n
j=1 yjvj , vi, wj ∈ K と展開して b(x, y) =

∑n
i,j=1 xiyjb(vi, vj) =

(x1, . . . , xn)B
t(y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)

tBt(y1, . . . , yn) =
t
(
(y1, . . . , yn)B

t(x1, . . . , xn)
)
= b(y, x)となるの

で, bは対称.

解答 11.4. degx pi = i i = 0, 1, 2 より pi 達は R[x]≥2 の基底である. 直接計算で (pi, pj) =∫ 1

0
pi(x)pj(x)dx = δi,j が示せるので, これらは正規直交基底である.

解答 11.5. 任意の w ∈ W に対し (i∗ ◦ rb ◦ i)(w) = (i∗ ◦ rb)(w) = i∗(b(·, w)) = b(i(·), w) = bW (·, w) =

rbW (·, w).

解答 11.6. B := {vi ⊗ vj | 1 ≤ i, j ≤ n} が V ⊗2 の基底であることを用いる. B は V ⊗2 を生成するか
ら, {vivj = vi ⊗ vj | 1 ≤ i, j ≤ n} は S2V = V ⊗2/D を生成する. 例 11.2.2 より vivj = vjvi なので,

{vivj | 1 ≤ i ≤ j ≤ n}は S2V を生成する. 次に S2V において∑
1≤i≤j≤n cijvivj = 0, cij ∈ Kだとすると,

v :=
∑

1≤i≤j≤n cijvi ⊗ vj ∈ V ⊗2 は v ∈ D を満たす. よって v =
∑

1≤i<j≤n dij(vi ⊗ vj − vj ⊗ vi), dij ∈ K
と書ける. B は V ⊗2 において線形独立だから, 任意の i, j に対して cij = 0が成り立つ.

解答 11.7. 第一変数に関する線形性は, 任意の v, v′ ∈ V と c, c′ ∈ K および w ∈ V に対して s(f)(cv +

c′v′, w) = f
(
(cv + c′v′)w

)
= f

(
c(vw) + c′(v′w)

)
= cf(vw) + c′f(v′w) = cs(f)(v, w) + c′s(f)(v′, w) とな

るので成立. また s(f)(v, w) = f(vw) = f(wv) = s(f)(w, v)なので対称. 第二変数に関する線形性は第一変
数に関する線形性と対称性から従う.

解答 11.8. {v ⊗ w | (v, w) ∈ V × V } は V ⊗2 を生成するので, {v ⊗ w = vw | (v, w) ∈ V × V } は
V ⊗2/D = S2V を生成する.
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