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問題. U を体 K上の線形空間とし, ⟨·, ·⟩ : U × U → Kをその上の双線形型式とする. U の部分空間 V に対し
て, 部分集合 V ⊥ ⊂ U を

V ⊥ := {u ∈ U | ⟨u, v⟩ = 0が任意の v ∈ V に対して成り立つ }

で定める. 以下の主張を示せ.

(1) V ⊥ は U の部分空間である.

(2) U の任意の部分空間W について (V +W )⊥ ⊂ V ⊥ ∩W⊥.

(3) U の任意の部分空間W について (V +W )⊥ = V ⊥ ∩W⊥.

解答. (1) ⟨0, v⟩ = 0 が任意の v ∈ V に対して成り立つので 0 ∈ V ⊥. また任意の u, u′ ∈ V ⊥ と任意の
c, c′ ∈ Kに対して, ⟨cu+ c′u′, v⟩ = c ⟨u, v⟩+ c′ ⟨u′, v⟩ = 0 + 0 = 0が任意の v ∈ V について成立する
ので, cu+ c′u′ ∈ V ⊥. よって V ⊥ ⊂ U は部分空間.

(2) u ∈ (V +W )⊥ なら任意の x ∈ V +W に対して ⟨u, x⟩ = 0. 特に任意の v ∈ V ⊂ V +W と任意の
w ∈ W ⊂ V +W に対して ⟨u, v⟩ = ⟨u,w⟩ = 0なので u ∈ V ⊥ ∩W⊥.

(3) u ∈ V ⊥ ∩ W⊥ とする. 任意の x ∈ V + W について, x = v + w (v ∈ V , w ∈ W ) と表すと
⟨u, x⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨u,w⟩ = 0+0 = 0なので, u ∈ (V +W )⊥. これと (2) より (V +W )⊥ = V ⊥ ∩W⊥.

コメント. 各小問を 1点として 3点満点で採点しました. 平均点は 2.5点でした.

(1)では, 前回同様, 零元の確認をしていない答案がありました.

(2)では, (V +W )⊥ の元ではなく V +W の元を取って議論を進めている, 不明瞭な答案がありました.

以上です.
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