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問題. nを 2以上の整数とし, V = Cn を複素数体上の n次元数ベクトル空間とする. また e1, . . . , en を単位
ベクトルからなる V の標準基底とし, W ⊂ V を w := e1 + · · · + en ∈ V が生成する 1次元部分空間とする.

商空間 V/W に関して, v ∈ V の同値類を [v] ∈ V/W と書く.

(1) 任意の v ∈ V に対して, [v] = 0 ⇔ v ∈ W を示せ.

(2) [e1 − e2], [e2 − e3], . . . , [en−1 − en]が V/W の基底である事を示せ.

(3) [e1] ∈ V/W を (2)の基底の一次結合で表せ.

解答. (1) V 上の二項関係 ∼を v, v′ ∈ V について v ∼ v′ :⇔ v − v′ ∈ W で定めると, これは同値関係で,

V/W は集合としては V/ ∼で与えられる. そして v ∈ V に対して [v] = {v′ ∈ V | v′ ∼ v}である. ま
た V の零元を 0V と書くと, V/W の零元は 0 := [0V ]. 従って

[v] = 0 ⇐⇒ [v] = [0V ] ⇐⇒ v ∼ 0V ⇐⇒ v − 0V ∈ W ⇐⇒ v ∈ W.

(2) dim(V/W ) = dimV − dimW = n − 1 だから, [ei − ei+1] 達が一次独立である事を示せば十分.∑n−1
i=1 ci[ei − ei + 1] = 0, ci ∈ Cとすると,

∑n−1
i=1 ci[ei − ei + 1] = [

∑n
i=1 ci(ei − ei+1)]だから, (1)よ

り∑n−1
i=1 ci(ei − ei+1) ∈ W . よって適当な c ∈ Cを用いて

n−1∑
i=1

ci(ei − ei+1) = c(e1 + · · ·+ en)

と書ける. ei 達は基底なので c1 = c, c2 − c1 = c, c3 − c2 = c, . . ., cn−1 − cn−2 = c, −cn−1 = c. この
連立方程式を解くと ci = ic (i = 1, . . . , n−2), cn−1 = (n−1)c = −cとなって, c = c1 = · · · = cn = 0

が解. 以上より [ei − ei+1]達は一次独立.

(3) [e1] =
∑n−1

i=1 ci[ei − ei+1], ci ∈ Cと置く. 0 =
∑n−1

i=1 ci[ei − ei+1]− [e1] = [(c1 − 1)e1 +
∑n−1

i=2 (ci −
ci−1)ei − cn−1en]なので, (1) より適当な c ∈ Cを用いて

(c1 − 1)e1 +

n−1∑
i=2

(ci − ci−1)ei − cn−1en = c(e1 + · · ·+ en)

と書ける. これから連立方程式 c1 − 1 = c, c2 − c1 = c, c3 − c2 = c, . . ., cn−1 − cn−2 = c, −cn−1 = c

が得られて, 解くと ci = ic + 1 (i = 1, . . . , n − 2), cn−1 = (n − 1)c + 1 = −c となる. よって解は
c = − 1

n , ci = 1− i
n (i = 1, . . . , n) となって, 答えは

[e1] =

n−1∑
i=1

(
1− i

n

)
[ei − ei+1].

コメント. 各小問を 1点とし, 3点満点で採点しました. 平均点は 1.6点でした.

まだ商空間をちゃんと理解していない方が多いですね. 特に (1)では V/W の零元が [0]であることをしっ
かり把握して下さい.

以上です.
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