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問題 3.1 (講義ノートの命題 3.2.6). 線形空間 V,W の間の線形写像全体がなす集合 Hom(V,W ) が, 和
(f + g)(v) := f(v) + g(w)とスカラー倍 (cf)(v) := c.f(v)によって線形空間になることを示せ.

問題 3.2 (講義ノートの命題 3.1.3, 3.3.12). 線形空間 V,W と V の基底 vi (i ∈ I) 及び W の部分集合
{wi | i ∈ I}が与えられているとする. 写像 f : V → W を, 各 v ∈ V を v =

∑
i∈I civi と基底の線形結合で表

して, f(v) :=
∑

i∈I ciwi で定める. この写像 f が線形写像であることを示せ.

問題 3.3 (講義ノートの系 3.3.7). 同型が線形空間どうしの同値関係を定めることを示せ.

問題 3.4 (講義ノート補題 1.4.3; 問題 1.4.1). 任意の線形写像 f : V → W について, 以下が成立することを
示せ.

(1) f(0V ) = 0W .

(2) f が単射であることと, 任意の v ∈ V について f(v) = 0W なら v = 0V であることは同値

問題 3.5 (講義ノートの命題 3.3.11). 有限次元線形空間 V,W について, V ∼= W ⇐⇒ dimV = dimW を
示せ.

問題 3.6. 体 K上の四次元線形空間 V = K[x]≤3 := {f = f0 + f1x+ f2x
2 + f3x

3 | fi ∈ K}を考える.

写像 D : V → V を D(f) := f1 + 2f2x+ 3f3x
2 で定めると D ∈ End(V )である.

(1) V の (順序付き) 基底 B := (1, x, x2, x3)に関する D の行列表示 DB ∈ M(4;K)を求めよ.

(2) V の (順序付き) 基底 B′ := (1, x, x(x+ 1), x(x+ 1)(x+ 2))に関する D の行列表示 DB′ ∈ M(4;K)

を求めよ.
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最初の 5問は講義ノート該当箇所を参照.

解答 3.6. (1) D(B) = BDB に沿って計算すると

(
D(1) D(x) D(x2) D(x3)

)
=

(
0 1 2x 3x2

)
=

(
1 x x2 x3

)
0 1 0 0

0 2 0
0 3

0

 .

よって DB =

(
0 1 0 0
0 2 0
0 3
0

)
.

(2) D(B′) = B′DB′ に沿って計算すると(
D(1) D(x) D(x(x+ 1)) D(x(x+ 1)(x+ 2))

)
=

(
0 1 1 + 2x 2 + 3x+ 3x(x+ 1)

)
=

(
1 x x(x+ 1) x(x+ 1)(x+ 2)

)
0 1 1 2

0 2 3
0 3

0

 .

よって DB′ =

(
0 1 1 2
0 2 3
0 3
0

)
.
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