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問題. nを正整数とする. 実 Euclid空間 Rn+1 の部分集合

V :=

{
v =

( v1
...

vn+1

)
∈ Rn+1

∣∣∣∣ n+1∑
k=1

vk = 0

}

は数ベクトルの和とスカラー倍に関して実線形空間をなす. Rn+1 の単位ベクトルを

ε1 :=

 1
0...
0
0

 , ε2 :=

 0
1...
0
0

 , . . . , εn+1 :=

 0
0...
0
1


と表し, V の元 α1, . . . , αn を αi := εi − εi+1 (i = 1, . . . , n) で定める. そして Rn+1 から Rn+1 自身への写像
s1, . . . , sn を以下の様に定める.

si(v) := v − 2(v, αi)

(αi, αi)
αi (v ∈ Rn+1, i = 1, . . . , n).

但し (·, ·)は Rn+1 の Euclid内積を表す. つまり v = (vk)
n+1
k=1 , w = (wk)

n+1
k=1 に対して (v, w) :=

∑n+1
k=1 vkwk.

(1) si の V への制限 si|V は V から V 自身への R線形写像であることを示せ.

(2) 簡単のため制限写像 si|V のことを si と書き, 写像の合成を sisj := si ◦ sj , s2i := si ◦ si 等と略記する.

以下の等式を示せ.

s2i = idV (V 上の恒等写像, i = 1, . . . , n), sjsj+1sj = sj+1sjsj+1 (j = 1, . . . , n− 1).

解答 1. 任意の v = (vk)
n+1
k=1 ∈ Rn+1 に対して, (αi, αi) = 2と (v, αi) = vi − vi+1 より

si(v) = v − (v, αi)αi = v − (vi − vi+1)αi =
(
vk − δk,i(vi − vi+1) + δk,i+1(vi − vi+1)

)n+1

k=1
.

但し δi,j は Kroneckerデルタ. よって si(v)の第 k 成分 si(v)k は

si(v)k =


vk (k 6= i, i+ 1)

vi+1 (k = i)

vi (k = i+ 1)

(#)

となり, ベクトル si(v)は v の第 i成分と第 i+ 1成分を置き換えたものである.

(1) まず si : V → V , つまり任意の v ∈ V に対して si(v) ∈ V であることを示す. (#)より
n+1∑
k=1

si(v)k =

n+1∑
k=1

vk = 0.

従って si(v) ∈ V である.

次に si が R線形写像であることを示す. 任意の v, w ∈ V に対して

si(v + w) = (v + w)− (v + w,αi)αi = (v − (v, αi)αi) + (w − (w,αi)αi) = si(v) + si(w)
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であり, また任意の c ∈ Rと v ∈ V に対して
si(cv) = cv − (cv, αi)αi = c(v − (v, αi)αi) = c.si(v).

よって R線形写像である.

(2) 前半について. (#)より si は第 i成分と第 i+ 1成分の入れ替えだから, それを 2回行う s2i は各成分を
動かさない恒等写像である.

後半について. 任意の v = (vk)
n+1
k=1 ∈ V は写像 sjsj+1sj によって

v =


v1...
vj

vj+1
vj+2
...
vn

 sj7−→


v1...

vj+1
vj

vj+2
...
vn

 sj+17−→


v1...

vj+1
vj+2
vj
...
vn

 sj7−→


v1...

vj+2
vj+1
vj
...
vn


に写り, また写像 sj+1sjsj+1 によって

v =


v1...
vj

vj+1
vj+2
...
vn

 sj+17−→


v1...
vj

vj+2
vj+1
...
vn

 sj7−→


v1...

vj+2
vj

vj+1
...
vn

 sj+17−→


v1...

vj+2
vj+1
vj
...
vn


に写る. よって (sjsj+1sj)(v) = (sj+1sjsj+1)(v)が任意の v ∈ V に対して成立するので, 写像として
sjsj+1sj = sj+1sjsj+1 である.

解答 2. (2) は幾何学的に考えることもできる.

si は αi と垂直な超平面 Hi ⊂ V に関する鏡映である. 二回行えば元
に戻るので前半が成立する.

後半は j = 1の場合を示せば十分で, 従って n = 2の場合の V ⊂ R3

について考えれば十分 (右図参照).

α1 と α2 は V 上にあって 120 度の角をなす. α1 に垂直な直線 H1

と α2 に垂直な直線 H2 は原点 0 ∈ V において 60 度の角度で交わ
る. 従って任意の v ∈ V に対し, s2s1(v) ∈ V はベクトル v を原点周
りに 240度回転させたベクトルである. よって三回行えば元に戻る:

(s2s1)
3(v) = v. つまり s2s1s2s1s2s1 = idV . 両辺に右から s2s1s2

を合成して, 前半の s21 = s22 = idV を用いれば s1s2s1 = s2s1s2 が得
られる.

V

α1

α2

H1

H2
v

s1(v)

s2s1(v)

解答 3. (2) は直接計算でも示せる. 前半は
s2i (v) = si(v − (v, αi)αi) = v − (v, αi)αi − (v − (v, αi)αi, αi)αi

= v − (v, αi)αi − (v, αi)αi + (v, αi)(αi.αi)αi = v − (v, αi)αi − (v, αi)αi + 2(v, αi)αi = v.

後半は, まず左辺について
sjsj+1sj(v) = sjsj+1(v − (v, αj)αj) = sj(v − (v, αj)αj − (v, αj+1)αj+1 + (v, αj)(αj+1, αj)αj+1)

= sj(v − (v, αj)αj − (v, αj+1)αj+1 − (v, αj)αj+1)

= v − (v, αj)αj − (v, αj+1)αj+1 − (v, αj)αj+1

− (v, αj)αj + (v, αj)(αj , αj)αj + (v, αj+1)(αj+1, αj)αj + (v, αj)(αj+1, αj)αj

= v − (v, αj)αj − (v, αj+1)αj − (v, αj)αj+1 − (v, αj+1)αj+1.



この計算で j と j + 1を置換すれば右辺の計算になって

sj+1sjsj+1(v) = v − (v, αj+1)αj+1 − (v, αj)αj+1 − (v, αj+1)αj − (v, αj)αj

となり, sjsj+1sj(v) = sj+1sjsj+1(v)が任意の v ∈ V に対して (実は任意の v ∈ Rn+1 に対しても) 成立する
ことが分かる.

コメント. (1)を 1点, (2)の前半を 1点, (2)の後半を 1点として, 3点満点で採点しました. 平均点は 1.9点
でした.

(1)において, V から V への写像であることに言及していない答案が目立ちましたが, その場合の (1)は 0

点にしました (次段落の説明を参照). また (2)において “s2i = si(si(v))” など, 写像とその値の違いを軽視し
ている答案も多く見られました. いずれも写像に対する理解が浅いことが原因でしょう.

制限写像について補足します. 写像 f : X → Y と部分集合 X ′ ⊂ X に対し, f の X ′ への制限写像 f |X′と
は定義域を X ′ に制限した写像, つまり

f |X′ : X
′ −→ Y, x 7−→ f(x)

のことです. 制限写像 f |X′ の値域は元の写像 f の値域 Yです. 問題 (1) では si : Rn+1 → Rn+1 の定義域を
V ⊂ Rn+1 に制限した si|V : V → Rn+1 を考えているので, まずsi|V が写像 V → V を定めること, つまり
像 si|V (V ) = f(V )が V に含まれていることを示す必要があります.

部分集合 {α1, . . . , αn} ⊂ V ⊂ Rn+1 は An 型ルート系の単純ルートの集合であり, si は αi に付随する単純
鏡映です. si 達が生成する GL(V )の部分群W は An 型ルート系のWeyl群と呼ばれ, 抽象群としての表示
(Coxeter表示)

W = 〈s1, . . . , sn | s2i (i = 1, . . . , n), (sjsj+1)
3 (j = 1, . . . , n− 1)〉

を持ちます. 後半の関係式 sjsj+1sj = sj+1sjsj+1 は組紐関係式 (braid relation) と呼ばれます. 更にW は
n+ 1次対称群 Sn+1 と同型です. Sn+1 の元を文字 1, . . . , n+ 1の置換とみなすと,

W
∼−−→ Sn+1, si 7−→ (i, i+ 1) (iと i+ 1の互換)

で群同型が与えられます.


