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問題 1.1 (c.f. 講義ノートの問題 1.1.4). p を素数とし, Fp := {0, 1, . . . , p − 1} に二項演算 +p と ·p を
a+p b := a+ b mod p, a ·p b := a · b mod pで定義する. 高校数学で学んだように, (Fp,+p, ·p)は可換環であ
る. これが更に体であること, つまり講義ノートの定義 1.1.6の条件 (9) を満たすことを示せ.

問題 1.2. S を空でない集合とする. RS := {写像 S → R} について, 任意の f, g ∈ RS と a ∈ R に対して
f + g, a.f ∈ RS を (f + g)(s) := f(s) + g(s), (a.f)(s) := a · f(s) (s ∈ S) で定義すると, (RS ,+, .)が R線
形空間になることを示せ.

問題 1.3. U ⊂ Rを空でない開区間とし, R線形空間 C∞(U) = {f : U → R | 任意回微分可能 }を考える. 微
分 d

dx : f 7→ f ′ = df
dx が R線形写像 d

dx : C
∞(U) → C∞(U)を定めることを示せ.

問題 1.4. 行列 X ∈ M(m,n;R)について, 以下の同値を示せ.

左掛算写像 lX : Rn → Rm が同型 ⇐⇒ m = nかつ X が正則行列.

問題 1.5 (Vandermondeの行列式, 講義ノートの問題 1.0.1). nを正整数とし, x1, . . . , xn を (可換な) 文字
とする. (i, j)成分が xj−1

i の n次正方行列の行列式が∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xn−1

1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2
...

...
...

...
1 xi x2

i · · · xn−1
i

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

となることを示せ.

問題 1.6 (Schur多項式,講義ノートの問題 1.0.2). nを正整数, x1, . . . , xnを (可換な)文字, λ = (λ1, . . . , λn)

を非負整数の列とする. (i, j)成分が x
λj+j−1
i の n次正方行列と xj−1

i の n次正方行列を考え, それらの行列
式の商を sλ と書く. つまり

sλ :=
det(x

λj+j−1
i )ni,j=1

det(xj−1
i )ni,j=1

.

例えば n = 2, λ = (l,m), l ≤ mなら

s(l,m) :=

∣∣∣∣xl
1 xm+1

1

xl
2 xm+1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣1 x1

1 x2

∣∣∣∣ =
xl
1x

m+1
2 − xm+1

1 xl
2

x2 − x1
= xl

1x
m
2 + xl+1

1 xm−1
2 + · · ·+ xm

1 xl
2

となって, m− l + 1項からなる x1, x2 の多項式であることが分かる. 一般の n, λに対して sλ が xi 達の多項
式になることを示せ.
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解答 1.1. a ∈ Zと見なすと, 仮定より aは pで割り切れないから, pが素数であることと合わせて, aと pは互
いに素である. よって (高校数学で Euclidの互除法の系として学んだように) x, y ∈ Zが存在して ax+py = 1

となる. この等式を modpすれば, Fp において a · (x mod p) = 1. よって aの逆元 x mod p ∈ Fp が確かに
存在する.

解答 1.2. 講義ノート命題 1.3.2の証明を参照.

解答 1.3. 講義ノート例 1.4.6の特別な場合だが, 念のため示しておく. 次の二つの主張を示せば良い.

• 任意の f, g ∈ C∞(U)に対して d
dx (f + g) = d

dxf + d
dxg を示す. その為には, 任意の x ∈ U に対して(

d
dx (f + g)

)
(x) =

(
d
dxf + d

dxg
)
(x)を示せば良い.(

d

dx
(f + g)

)
(x)

∗1
= lim

h→0

(f + g)(x+ h)− (f + g)(x)

h

∗2
= lim

h→0

f(x+ h) + g(x+ h)− f(x)− g(x)

h

= lim
h→0

(
f(x+ h)− f(x)

h
+

g(x+ h)− g(x)

h

)
∗3
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

∗1
=

(
d

dx
f

)
(x) +

(
d

dx
g

)
(x)

∗2
=

(
d

dx
f +

d

dx
g

)
(x).

ここで ∗1 では微分の定義, ∗2 では線形空間 C∞(U) における和 + の定義, ∗3 では極限に関する命題
「右辺の二つの極限が存在していれば極限の和は和の極限に等しい」を用いた.

• 任意の f ∈ C∞(U)と a ∈ Rに対して d
dx (a.f) = a. d

dxf を示す. その為には, 任意の x ∈ U に対して(
d
dx (af)

)
(x) =

(
a. d

dxf
)
(x)を示せば良い.(

d

dx
(a.f)

)
(x)

∗1
= lim

h→0

(a.f)(x+ h)− (a.f)(x)

h

∗2′
= lim

h→0

a · f(x+ h)− a · f(x)
h

= lim
h→0

(
a · f(x+ h)− f(x)

h

)
∗3′
= a lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

∗1
= a

(
d

dx
f

)
(x)

∗2′
=

(
a.

d

dx
f

)
(x).

ここで ∗1では微分の定義, ∗2′ では線形空間 C∞(U)におけるスカラー倍 .の定義, ∗3′ では極限に関す
る命題「右辺の極限が存在していれば, 極限の定数倍は定数倍の極限に等しい」を用いた.

解答 1.4. 講義ノート例 1.4.8参照.

解答 1.5. 講義ノート問題 1.0.1参照.

解答 1.6. 講義ノート問題 1.0.2参照.
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